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Introduction
L’objectif de ce mémoire est de comprendre l’hypothèse du cobordisme. Ce

résultat, suggéré par John Baez et James Dolan [BD95] (1995) puis reformulé et
prouvé par Jacob Lurie [Lur09b] (2009), peut s’énoncer de la façon suivante :

Théorème (Hypothèse du cobordisme). Soient C une (∞-n)-catégorie symétrique
monoïdale et F une théorie des champs quantique et topologique étendue (i.e. un
foncteur F : Bordfrn → C).
Le foncteur évaluation F 7→ F (pt+) établit une correspondance entre les théories
des champs quantiques et topologiques étendues et les éléments dualisables de C.

Le résultat trouve ses origines dans la physique mathématique. A la fin des an-
nées 80, Edward Witten travaille sur l’aspect topologique des théories des champs
quantiques. En particulier, il montre [Wit89] que les invariants de Jones des nœuds
et entrelacs de S3 sont codés dans une théorie des champs de dimension 3, la théo-
rie de Chern-Simons. Michael Atiyah [Ati88] axiomatise alors la notion de théorie
des champs quantique et topologique (TCQT) afin d’établir un cadre rigoureux aux
travaux de Witten.
Cette notion est également intéressante en dehors de la physique mathématique.
Donnons un exemple issu de la théorie des représentations des groupes. Soient Ng

une surface orientée, fermée de genre g et G un groupe fini, alors

#Hom(π1(Ng), G) = (#G)2g−1
∑
ρ∈∆

dim(Vρ)
2−2g

où ∆ est l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles [FQ93].
Il est possible de classifier les TCQT pour des petites dimensions, mais la situation
devient vite compliquée en dimension supérieure. Considérer des TCQT-étendues
permet de donner une définition effective. Le bon cadre pour les définir et énoncer
l’hypothèse du cobordisme est celui des catégories supérieures.
Le théorème fait intervenir un certain nombre de notions que nous allons progres-
sivement développer le long du mémoire.
En se basant sur l’ouvrage [Koc04] de Joachim Kock, on commencera par définir
la notion de théorie des champs quantique et topologique et on s’intéressera en
particulier aux cas des dimensions 1 et 2. Ils nous permettront de présenter des
versions plus simples de l’hypothèse du cobordisme.
Dans un deuxième temps, nous chercherons à définir les catégories supérieures.
Après une première tentative inadaptée à notre situation, nous verrons que le bon
cadre est celui des (∞, n)-catégories. Il existe plusieurs définitions équivalentes,
nous ferons appel aux espaces de Segal complets à n-feuillets.
Dans la troisième partie, en se référant au travail [CS19] de Damien Calaque et
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Claudia Scheimbauer, nous verrons comment définir une (∞, n)-catégorie de bor-
dismes et la munir de structures supplémentaires (orientation, repères, . . .).
Finalement, dans une dernière partie, après avoir préciser la notion d’éléments dua-
lisables, nous énoncerons l’hypothèse du cobordisme. Nous présenterons également
un résultat plus général et quelques applications.

Remerciements. Je remercie mon encadrant David Chataur pour son aide et
ses conseils concernant la rédaction de ce mémoire. Je souhaite également remer-
cier Damien Calaque et Claudia Scheimbauer pour m’avoir permis d’utiliser les
illustrations qui figurent dans leur article [CS19].
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1 Théorie des champs quantique et topologique
En plus de servir de modèles-jouet en physique mathématique, les théories des

champs quantiques et topologiques nous renseignent sur la structure des variétés
et permettent d’extraire des invariants. En effet, elles ont été introduites pour
comprendre la structure mathématique des invariants obtenus à partir des théories
des champs de Chern-Simons.
Afin de pouvoir définir une TCQT, il nous faut au préalable étudier la catégorie
des cobordismes Cob(n).

1.1 La catégorie des n-cobordismes

On travaille avec des variétés lisses orientées. Soit M une variété lisse orientée,
on note M la variété M munie de l’orientation opposée. Étant donnée une variété
orientéeM , on peut munir son bord ∂M d’une orientation qui lui est propre (et non
nécessairement induite par celle de M), ceci permet de définir des bords entrants
ou sortants.

Définition 1.1. Soient B une variété orientée etM une sous-variété orientée de co-
dimension 1. Pour un point x ∈M , on se donne une base orientée positivement de
TxM , {v1, . . . , vn−1}. Un vecteur w ∈ TxB est normal positif si {v1, . . . , vn−1, w}
est une base orientée positivement de TxB.
Supposons que M soit une composante connexe du bord de B. On dit que M est
un bord entrant s’il existe un vecteur normal positif qui pointe vers l’intérieur
de B. On dit que M est un bord sortant s’il existe un vecteur normal positif qui
pointe vers l’extérieur de B. Le bord de B est alors l’union de (plusieurs) bords
sortants et entrants.

Exemple 1.1. On considère l’intervalle I = [0, 1] muni de l’orientation standard
(induite par celle de R). Regardons les différentes configurations possibles.
− Les points 0 et 1 sont orientés positivement (orientation standard). Dans ce

cas, 0 est un bord entrant et 1 est un bord sortant.
− Les points 0 et 1 sont orientés négativement. Dans ce cas, 0 est un bord

sortant et 1 est un bord entrant.
− Si 0 est orienté positivement et 1 est orienté négativement, ils sont tous les

deux des bords entrants.
− Si 1 est orienté positivement et 0 est orienté négativement, ils sont tous les

deux des bords sortants.

Remarque 1.1. Ces notions sont bien définies car elles ne dépendent pas du choix
de vecteur normal positif, ni de x ∈M .
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Définition 1.2. Soient M et N deux (n − 1)-variétés fermées orientées. Un co-
bordisme (orienté) de M à N est une variété compacte orientée B avec des
applications lisses

M → B ← N

telles que M soit difféomorphe (en préservant l’orientation) au bord entrant de B
et N soit difféomorphe (en préservant l’orientation) au bord sortant de B. On note

M ⇒ N.

On retiendra que la variété B est un cobordisme entre M et N si son bord
entrant est M et son bord sortant est N .

Exemple 1.2. Soit M une variété fermée orientée. Le cylindre M × [0, 1] est un
cobordisme de M vers elle-même en considérant les applications

M →M × {0} ⊂M × [0, 1]

M →M × {1} ⊂M × [0, 1].

D’autre part, s’il existe une variété B est un difféomorphisme préservant l’orien-
tation M × [0, 1] → B, B est également un cobordisme de M vers lui même. On
souhaite identifier ce type de cobordismes.

Définition 1.3. Étant donné deux cobordismes B1, B2 entreM et N , on dit qu’ils
sont équivalents s’il existe un difféomorphisme préservant l’orientation ψ : B1 →
B2 qui fait commuter le diagramme suivant :

B1

M N

B2

ψ

Définition 1.4. Soit n ∈ N. On définit la catégorieCob(n) de la manière suivante.
1. Les objets de Cob(n) sont les (n− 1)-variétés fermées orientées.
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2. Soit M,N ∈ Obj(Cob(n)). Un morphisme entre M et N est une classe
d’équivalence de cobordismes.

3. Pour tout objet M de Cob(n), l’identité idM est donnée par le "cylindre"
B = M × [0, 1].

4. La composition est donnée par le recollement des bordismes. Étant donnée
trois objetsM,N,L et deux bordismes B : M → N,C : N → L, la composée
C ◦B est le morphisme associé à la variété B qN C.

Remarque 1.2. Une même variété peut donner différents morphismes dansCob(n).
Par exemple, pour une (n− 1)-variété fermée orientée M , il y a plusieurs manières
de voir le cylindre M × [0, 1] comme un morphisme. Il y a idM et idM mais aussi
les deux morphismes suivants :
− On envoie M sur la première extrémité de M × [0, 1] et M sur la seconde.

Ceci donne une variété avec deux bords entrants. Ceci peut être vu comme
un morphisme de M qM vers ∅, on le notera evM .

− Inversement, en envoyant M sur la première extrémité et M sur la seconde,
on obtient une variété à deux bords sortants, vue comme un morphisme de
∅ vers M qM . Il sera noté coevM .

idMidM
coevM

M

M

evM

M

M

Figure 1 – Différentes manières de voir M × [0, 1]

On peut décomposer les cobordismes. Intuitivement, étant donné un cobor-
disme B entre M et N , une décomposition revient à se donner une sous-variété
L qui coupe B en deux parties : une partie entrante avec tous les bords entrants
et partie sortante avec les bords sortants. Plus précisément, il faut se donner une
application lisse f : B → [0, 1] telle que f−1(0) = M et f−1(1) = N et on découpe
au niveau de L := f−1(t) pour t une valeur régulière. On demande de plus que L
ait un vecteur normal positif qui pointe vers le bord sortant de B.

Exemple 1.3 (La décomposition en serpent du cylindre). On considère la décom-
position suivante du cylindre B = M × [0, 1].

C0

M M

U1

M

U0

M

C1

M
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Précisons la partie entrante et la partie sortante. La partie entrante est B0 :=
C0 q U0, on la voit comme un cobordisme entre M et M q M q M . La partie
sortante est B1 := U1qC1, on la voit comme un cobordisme entre M qM qM et
M . En utilisant les différentes interprétations du cylindre vues précédemment, on
obtient la décomposition suivante.

C0

U0

U1

=

C1

On va munir la catégorie Cob(n) de structures supplémentaires.

1.2 Catégories monoïdales symétriques

On souhaite généraliser la notion de monoïde aux catégories. Soit une catégorie
C, on la munit d’un foncteur ⊗ : C × C → C et d’un objet distingué 1 vérifiant
pour tous objets de C

(x⊗ y)⊗ z = x⊗ (y ⊗ z),
1⊗ x = x, x⊗ 1 = x.

En pratique, il n’est pas raisonnable d’exiger des égalités strictes, c’est pourquoi
on travaillera à isomorphisme près.

Définition 1.5. Une catégorie monoïdale (C,⊗,1) est la donnée de
• une catégorie C

• un foncteur C × C → C
(x, y) 7→ x⊗ y,

• un objet 1 dénommé objet neutre,
• des isomorphismes naturels

a : ((−)⊗ (−))⊗ (−)→ (−)⊗ ((−)⊗ (−))
l : 1⊗ (−)→ (−)
r : (−)⊗ 1→ (−)

tels que les digrammes suivants commutent.
− identité du triangle

(x⊗ 1)⊗ y x⊗ (1⊗ y)

x⊗ y

ax,1,y

rx⊗idy idx⊗ly
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− identité du pentagone

(w ⊗ x)⊗ (y ⊗ z)

((w ⊗ x)⊗ y)⊗ z (w ⊗ (x⊗ (y ⊗ z)))

(w ⊗ (x⊗ y))⊗ z w ⊗ ((x⊗ y)⊗ z)

aw,x,y⊗zaw⊗x,y,z

aw,x,y⊗idz

aw,x⊗y,z

idw⊗ax,y,z

De plus, on dit qu’une telle catégorie est tréssée s’il existe un isomorphisme
naturel, appelé tressage

σ : (−)⊗ (−)→ (−)⊗ (−)

σx,y : x⊗ y → y ⊗ x

vérifiant les identités de l’hexagone :

(x⊗ y)⊗ z x⊗ (y ⊗ z) x⊗ (z ⊗ y)

z ⊗ (x⊗ y) (z ⊗ x)⊗ y (x⊗ z)⊗ y

ax,y,z

σx⊗y,z

idx⊗σy,z

a−1
x,y,z

a−1
z,x,y σx,z⊗idy

x⊗ (y ⊗ z) (x⊗ y)⊗ z (y ⊗ x)⊗ z

(y ⊗ z)⊗ x y ⊗ (z ⊗ x) y ⊗ (x⊗ z)

a−1
x,y,z

σx,y⊗z

σx,y⊗idz

ay,z,x

ay,z,x idy⊗σz,x

La catégorie est monoïdale symétrique si pour tous les objets x, y, on a

By,x = B−1
x,y.

On retiendra que dans une catégorie monoïdale (C,⊗,1) on a un produit interne
associatif (à isomorphisme près) ayant pour élément neutre 1. De plus, si elle est
symétrique, le produit est commutatif.

Remarque 1.3. Une catégorie monoïdale est stricte si pour tout objet, les mor-
phismes ax,y,z, lx, rx sont l’identité.

Exemple 1.4. Une catégorie cartésienne est une catégorie monoïdale dont la
structure monoïdale provient du produit. L’objet neutre est un objet terminal.
Voici quelques exemples de catégories cartésiennes :
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− Sets, la catégorie des ensembles muni du produit cartésien. L’objet neutre
est l’ensemble à un élément {∗},

− Top, la catégorie des espaces topologiques.
− Cat, la catégorie des petites catégories. La structure monoïdale est donnée

par le produit des catégories.

Exemple 1.5. Soit k un corps. La catégorie (Vect(k),⊗, k) des k-espaces vecto-
riels est une catégorie monoïdale symétrique.

Exemple 1.6. La catégorie (Cob(n),q, ∅) est une catégorie monoïdale symé-
trique. Le produit ici est donné par l’union disjointe des variétés. L’ensemble vide
∅, vu comme (n− 1)-variété, est l’objet neutre. La symétrie est donné par le twist
τ défini pour deux (n− 1)-variétés fermées M,N par τM,N : M qN → N qM.

M

MN

N

Figure 2 – Le twist τM,N

Un foncteur monoïdal symétrique entre deux catégories monoïdales symé-
triques est un foncteur qui préserve ces structures. On peut à présent définir la
notion de théorie des champs quantique et topologique.

1.3 Définition et premières propriétés

Définition 1.6. Soit k un corps. Une théorie des champs quantique et to-
pologique de dimension n ∈ N (n-TCQT) est un foncteur monoïdal symétrique

F : Cob(n)→ Vect(k).

Explicitement, un tel foncteur associe
− à chaque (n− 1)-variété fermée orientée M , un espace vectoriel F (M),
− à chaque bordisme B entre deux variétés M et N , une application linéaire
F (B) : F (M)→ F (N).

De plus, on a des isomorphismes

F (∅) ' k, F (M qN) ' F (M)⊗ F (N).
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Remarque 1.4. Une n-variété fermée s’interprète comme un cobordisme entre l’en-
semble vide (vu comme une (n−1)-variété) et lui-même. Ceci induit une application
linéaire k → k, autrement dit, c’est un scalaire.

Pour une TCQT, le foncteur est à valeurs dans la catégorie des k-espaces vec-
toriels, on va voir que les images des objets de Cob(n) sont nécessairement de
dimension finie.

Proposition 1.1. Soit F une TCQT de dimension m. Pour toute (m−1)-variété
fermée, orientée M , l’espace vectoriel F (M) est de dimension finie. De plus, on a
un isomorphisme

F (M) ' F (M)∗.

Démonstration. On pose V := F (M) et U := F (M). On rappelle la décomposition
en serpent du cylindre.

idM

coevM

M

M

M

evM
=

idM

idM

En appliquant le foncteur F , on obtient une application bilinéaire

〈, 〉 := F (evM) : U ⊗ V → k,

et une application linéaire

γ : F (coevM) : k → V ⊗ U

vérifiant
(〈, 〉 ⊗ idU) ◦ (idU ⊗ γ) = idU . (1)

Comme γ(1) ∈ V ⊗ U il s’écrit γ(1) =
∑

i∈I vi ⊗ ui pour un ensemble fini I.
L’égalité (1) implique que

∀u ∈ U,
∑
i∈I

〈u, vi〉ui = u. (2)

Ainsi, l’espace vectoriel U est engendré par un nombre fini d’éléments {ui}i∈I , il
est donc de dimension finie. En utilisant la décomposition en serpent de idM on
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trouve de même que V est de dimension finie.
Montrons à présent que l’application suivante est un isomorphisme

f : U → V ∗

u 7→ fu := 〈u,_〉

f est injective car 〈_,_〉 est non dégénérée. En effet, supposons qu’il existe u ∈ U
tel que fu = 0 alors ∀v ∈ V, 〈u, v〉 = 0. L’égalité (2) donne u = 0.
Pour la surjectivité, on raisonne par l’absurde.
Supposons que r := dim(Imf) < n := dim(V ). Soit (f1, . . . , fr) une base de Imf
que l’on complète en une base de V ∗, (f1, . . . , fn). Soit (v1, . . . , vn) une base de V
vérifiant

fi(vj) = δi,j.

On trouve alors que ∀u ∈ U, fu(vn) = 0. Ceci contredit la non-dégénérescence de
〈_,_〉.

Par des arguments similaires, on démontre le résultat suivant.

Proposition 1.2. Sous les mêmes hypothèses que la proposition précédente, on a

F (M × S1) = dim(F (M)).

Démonstration. Les variétés suivantes sont difféomorphes, elles induisent donc les
mêmes morphismes dans Cob(m).

coevM

M

M evM

M

M

=

On pose V := F (M), U := F (M) ' V ∗ et f := F (M×S1). Puisque f : k → k,
il suffit de déterminer f(1). En appliquant le foncteur F , on obtient une application
bilinéaire non dégénérée

<,>:= F (evM) : V ⊗ U → k,

des applications linéaires

γ := F (coevM) : k → U ⊗ V

et
σ := F (τM,M) : U ⊗ V → V ⊗ U.
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Les applications sont inversées par rapport à la preuve précédente car on travaille
avec evM , coevM et non pas avec evM , coevM . On se donne (v1, . . . , vn) une base
de V et (u1, . . . , un) sa base duale dans U vérifiant

〈vi, uj〉 = δi,j.

Posons γ(1) =
∑

1≤i,j≤n ai,jui ⊗ vj. Comme l’identité (2) de la preuve précédente,
on montre que

∀v ∈ V,
∑

1≤i,j≤n

ai,j〈v, ui〉vj = v.

En particulier, en prenant les éléments de {vi}1≤i≤n, on trouve que ai,j = δi,j, d’où
γ(1) =

∑
1≤i≤n ui ⊗ vi.

Les applications linéaires définies ci-dessus vérifient

f(1) =
∑

1≤i≤n

〈vi, ui〉 = n = dim(V ).

Remarque 1.5. Plus généralement, on peut remplacer (Vect(k),⊗, k) par n’im-
porte quelle catégorie monoïdale symétrique. On peut par exemple prendre celle
des espaces vectoriels gradués (grVect(k),⊗, k, τ) on précise que le tressage n’est
pas juste l’inversion des facteurs donnée jusqu’à présent

τv,w : v ⊗ w → (−1)deg v degww ⊗ v.

1.4 En dimension 1

On a vu que les images par une TCQT sont des espaces vectoriels de dimen-
sion finie. En dimension 1, on peut énoncer un résultat réciproque. C’est un cas
particulier de l’hypothèse du cobordisme.

Proposition 1.3. Etant donnée un espace vectoriel V de dimension finie, on peut
définir une 1-TCQT, F par F (pt+) = V .

Démonstration. Une théorie des champs quantique et topologique en dimension 1
est un foncteur entre Cob(1) et Vect. Explicitons la catégorie Cob(1). Remar-
quons que ses objets sont engendrés par deux points : un orienté positivement pt+
et un autre orienté négativement pt−. En effet, une 0-variété compacte orientée M
est une union disjointe de points munis d’une orientation. Ceci revient à se donner
une décomposition de M = M+ qM− en une partie constituée de points orientés
positivement et une autre de points orientés négativement. Pour définir une TCQT
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F , on pose F (pt+) = V et F (pt−) = V ∗. Alors l’image par F d’une 0-variété M
est isomorphe à

(
⊗
m∈M+

V )⊗ (
⊗
m∈M−

V ∗).

Il faut à présent comprendre comment F agit sur les morphismes de Cob(1), les 1-
variétés compactes. Puisqu’on travaille avec des catégories monoïdales symétriques,
il suffit de regarder F (B), pour B connexe. A difféomorphisme près, on est ramené
aux cas suivants :
− B = [0, 1] vu comme bordisme de pt+ vers lui même, alors F (B) = idV ,
− B = [0, 1], vu comme bordisme de pt− vers lui même, alors F (B) = idV ∗ ,
− B = [0, 1] on le voit comme bordisme de pt+qpt− vers l’ensemble vide, alors
F (B) est l’évaluation

ev : V ⊗ V ∗ → k
(v, λ) 7→ λ(v)

,

− B = [0, 1], on le voit comme bordisme de l’ensemble vide vers pt− q pt+,
alors F (B) est l’application linéaire (avec {ei} une base de V )

coev : k → End(V ) ' V ∗ ⊗ V
x 7→ (x 7→ x idV ) 7→ x

∑
1≤i≤dim(V ) e

∗
i ⊗ ei

,

− B = S1, on le voit comme un bordisme de l’ensemble vide vers lui même.
On a F (B) = F (B × pt+) = dimF (pt+) = dim(V ).

En fait, les espaces vectoriels de dimension finie sont les éléments dualisables
de la catégorie Vect. Cette notion sera détaillée par la suite (Partie 4.1).

Définition 1.7. Soit (C,⊗,1) une catégorie monoïdale symétrique. Un objet x
de C est dualisable s’il existe un triplet (x, e, c), formé d’un objet x de C, d’une
évaluation e : x ⊗ x → 1, d’une coévaluation c : 1 → x ⊗ x, tel que les
compositions

x
idx⊗c−−−→ x⊗ x⊗ x e⊗idx−−−→ x x

c⊗idx−−−→ x⊗ x⊗ x idx⊗e−−−→ x

soient l’identité.
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1.5 En dimension 2

Afin de simplifier l’étude de ce cas, on va considérer le squelette de Cob(2),
c’est à dire une sous-catégorie pleine avec un objet par classe d’isomorphisme.
Remarquons que toute 1-variété fermée est difféomorphe à une union disjointe de
cercles. On note 0 la 1-variété vide, 1 le cercle S1 et n l’union disjointe de n cercles
S1. La sous-catégorie pleine {0,1, . . .} forme un squelette de Cob(2). Dorénavant,
on identifiera ces deux catégories.
Comme en dimension 1, on va expliciter des générateurs de cette catégorie. Pour
définir une 2-TCQT, il suffira alors de connaître leurs images.

Proposition 1.4. La catégorie Cob(2) est engendrée par les six cobordismes sui-
vants.

Autrement dit, tout cobordisme s’obtient par union disjointe ou recollement de
ces éléments.

On se contentera d’esquisser une preuve (les détails sont donnés dans [Koc04]).
Étant donné une 2-variété, connexe, compacte il suffit de trouver une variété dif-
féomorphe, formée des générateurs donnés précédemment. On l’appellera forme
normale. Pour cela, on utilise le résultat de classification suivant.

Proposition 1.5. Deux variétés connexes, compactes et orientées sont difféo-
morphes si et seulement si elles ont même genre et le même nombre de bords
entrants et sortants.

Voici un exemple de forme normale pour une variété de genre 1 avec 3 bords
entrants et 2 bords sortants.

En utilisant de nouveau le résultat de classification, on démontre les relations
suivantes.

13



Proposition 1.6. − Associativité

=

− Commutativité

=

− Relation de Frobenius

= =

Il existe un certain nombre de relations concernant le twist, elles traduisent le
fait que (Cob(2),q, ∅) est une catégorie symétrique.
A présent, considérons F une 2-TCQT. Posons F (1) = A, on sait déjà que

Cob(2)→ Vect
1 7→ A
n 7→ An

(1⇒ 1) 7→ [idA : A→ A]
(1q 1⇒ 1q 1) 7→ [σ : A2 → A2]

De plus, en évaluant le foncteur sur les générateurs, on définit des applications
linéaires.

Cob(2)→ Vect
(∅ ⇒ 1) 7→ [η : k → A]

(1q 1⇒ 1) 7→ [µ : A2 → A]
(1⇒ ∅) 7→ [tr : A→ k]

(1⇒ 1q 1) 7→ [δ : A→ A2]

L’application µ munit l’espace vectoriel A d’une structure d’algèbre. De plus,
les relations vérifiées par la catégorie Cob(2) induisent la commutativité et l’asso-
ciativité du produit. En traduisant toutes les relations, A devient une algèbre de
Frobenius.
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Définition 1.8. Une algèbre de Frobenius commutative est une algèbre com-
mutative A de dimension finie, munie d’une application linéaire appelée trace,
tr : A→ k telle que la forme bilinéaire a⊗ b→ tr(ab) soit non dégénérée.

Réciproquement, étant donnée une algèbre de Frobenius commutative A, on
peut définir une 2-TCQT. Il suffit de préciser l’image de chacun des générateurs.

Proposition 1.7. On a une équivalence de catégories

2-TCQT ' cFA

où cFA est la catégorie des algèbres de Frobenius commutatives.

Une classification des algèbres de Frobenius est donnée dans [Abr96]. Voici
quelques exemples d’algèbres de Frobenius, lorsqu’elles sont commutatives, on peut
définir une 2-TQFT.

Exemple 1.7. Soit G = {g0, g1, . . . , gn} un groupe fini avec pour élément neutre
g0. L’algèbre de groupe k[G] est définie comme l’ensemble des combinaisons linéaires∑

0≤i≤n cigi avec ci ∈ k. On peut la munir de la trace suivante

tr : k[G]→ k
gi 7→ δ0,i.

Lorsque G est abélien, k[G] est munie d’une structure d’algèbre de Frobenius
commutative.

Exemple 1.8. On va regarder un exemple dans (grVect(k),⊗, k, τ). Soit M une
variété compacte, orientée de dimension n. On considère l’anneau de cohomologie
H∗(M) :=

∑n
i=0H

i(M) où le produit est le cup produit ∪. En utilisant la dualité
de Poincaré, on montre que l’application bilinéaire associée est non dégénérée

H∗(M)⊗H∗(M)→ k.

2 Catégories supérieures
La définition de TQFT que nous avons donnée ne permet pas de considérer tous

les cas. Par exemple, la variété suivante n’appartient pas à la catégorie Cob(2).

t1

t2
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Au lieu de voir la variété comme une évolution au cours du temps comme on
pouvait le faire jusqu’à présent, on va considérer deux axes de temps t1, t2 ∈ [0, 1].
Aux quatre coins de la variété se trouve la 0-variété X constituée de deux points.
Au temps t2 = 0, le long de l’axe t1 on trouve le bordisme associé à l’identité, Y0.
Au temps t2 = 1, la 1-variété Y1 est formée de l’évaluation suivie de la coévaluation.
L’évolution le long de l’axe t2 est un 2-bordisme W entre Y0 et Y1. La situation
peut être résumée par ce diagramme.

X X

Y0

Y1

W

La variété en forme de selle fait partie d’une 2-catégorie, il s’agit d’une catégorie
enrichie sur les catégories. En plus des morphismes f, g : x → y définis entre les
objets x, y, il y a des 2-morphismes H : f ⇒ g entre les morphismes.
On se contente pour l’instant d’une approche informelle. On peut construire une 2-
catégorie Cob2(2) dont les objets sont les 0-variétés compactes, les 1-morphismes
sont les 1-bordismes et les 2-morphismes sont les 2-bordismes. Plus généralement,
on définit Cobk(n) une k-catégorie dont les objets sont les (n−k)-variétés fermées,
les 1-morphismes les (n−k+1)-bordismes et ainsi de suite jusqu’au k-morphismes,
des n-variétés.

2.1 Première tentative de définition

Nous présentons ici une première définition des catégories supérieures, mais
nous verrons que cette approche n’est pas adaptée à notre contexte.

Définition 2.1. Une 1-catégorie stricte est une catégorie.
Pour n > 1, une n-catégorie stricte C est une catégorie enrichie sur les (n− 1)-
catégories strictes, c’est à dire que c’est la donnée d’un ensemble d’objets et que
pour tous objets X, Y ∈ C, on dispose d’une (n − 1)-catégorie HomC(X, Y ). De
plus, ces catégories sont munies d’une loi de composition unitaire et associative.
En particulier, pour tous W,X, Y, Z ∈ Obj(C) le diagramme

HomC(W,X)×HomC(X, Y )×HomC(Y, Z) HomC(W,Y )×HomC(Y, Z)

HomC(W,X)×HomC(X,Z) HomC(W,Z)

cW,X,Y ×id

id×cX,Y,Z cW,Y,Z

cW,X,Z

est commutatif où cX,W,Y : HomC(W,X) × HomC(X, Y ) → HomC(W,Y ) est la
composée entre morphismes.
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Cette définition, simple à énoncer, est trop rigide. La composée des bordismes
vue en première partie est associative à isomorphisme près. On peut tenter d’as-
souplir nos conditions en demandant l’existence pour tous W,X, Y, Z ∈ Obj(C)
d’un isomorphisme

αW,X,Y,Z : cW,X,Z ◦ (id× cX,Y,Z) ' cW,Y,Z ◦ (cW,X,Y × id).

Mais cette famille d’isomorphismes {αW,X,Y,Z}W,X,Y,Z∈Obj(C) doit également vérifier
une condition d’associativité, à isomorphisme près de nouveau. Énoncer toutes les
conditions devient vite fastidieux. On voit dès à présent les limites de nos modèles.
D’une part, on dispose d’une définition simple par induction mais inadaptée et de
l’autre une définition correcte mais moins évidente à énoncer.
Regardons de plus près les cas n = 2, 3. On donne une version faible de la notion
de 2-catégorie.

Définition 2.2. Une bicatégorie C est la donnée de
• une collection d’objets,
• pour tous X, Y ∈ C, une catégorie C(X, Y ),

• un foncteur cX,Y,Z : C(X, Y )× C(Y, Z)→ C(X,Z)
(g, f) 7→ f ◦ g,

• un 1-morphisme distingué 1X ∈ C(X,X) pour chaque X ∈ Obj(C),
• des isomorphismes naturels

a : (− ◦ −) ◦ − → − ◦ (− ◦ −)
l : 1 ◦ − → −
r : − ◦ 1→ −

tels que les digrammes suivants commutent.
− identité du triangle

(f ◦ 1X) ◦ g f ◦ (1X ◦ g)

f ◦ g

af,1X,g

rf◦idg idf◦lg

− identité du pentagone

(f ◦ g) ◦ (h ◦ k)

((f ◦ g) ◦ h) ◦ k (f ◦ (g ◦ (h ◦ k)))

(f ◦ (g ◦ h)) ◦ k f ◦ ((g ◦ h) ◦ k)

af,g,h◦kaf◦g,h,k

af,g,h◦idh
af,g◦h,k

idf◦ag,h,k
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Exemple 2.1. La catégorie des petites catégories Cat peut être vue comme une
2-catégorie avec :
− pour objets les petites catégories,
− pour 1-morphismes les foncteurs entre petites catégories,
− pour 2-morphismes les transformations naturelles entre foncteurs.

Exemple 2.2. Soit k un corps. Algk est un bicatégorie dont les objets sont les
k-algèbres, les 1-morphismes sont des bimodules et les 2-morphismes sont les mor-
phismes entre bimodules. La composée d’un AB-bimoduleM et d’un BC-bimodule
N est le A− C-bimodule, donné par le produit tensoriel M ∗N := M ⊗B N .

Exemple 2.3. Soit X un espace topologique. Le 2-groupoïde fondamental
Π≤2X est une bicatégorie où :
− les objets sont les points de X,
− les 1-morphismes sont les chemins entre points,
− les 2-morphismes sont les classes d’équivalence d’homotopie entre chemins.

On peut continuer le processus en considérant les homotopies d’homotopies comme
3-morphismes et ainsi de suite. On définit alors le n-groupoïde fondamental Π≤nX
dont les n-morphismes sont les classes d’équivalence d’homotopie entre les (n−1)-
morphismes. On peut même faire tendre n vers l’infini et obtenir le ∞-groupoïde
fondamental Π≤∞X.

Remarquons que la définition d’une catégorie monoïdale (Déf 1.5) ressemble
fortement à celle ci, en fait, il s’agit d’un cas particulier.

Exemple 2.4. Soit une bicatégorieA avec un unique objet ∗, alors C = HomA(∗, ∗)
est un catégorie monoïdale. Inversement, soit (C,⊗,1) une catégorie monoïdale.
On lui associe une bicatégorie BC telle que :
− BC possède un unique objet ∗,
− la catégorie des 1-morphismes HomBC(∗, ∗) = C,
− la composition dans HomBC(∗, ∗) est donné par ⊗.

On peut montrer que les notions de 2-catégories strictes et bicatégories sont
équivalentes [Lei98]. En revanche, ceci n’est plus vrai pour n = 3. Une façon de
le voir est de procéder comme dans l’exemple ci-dessus. On peut montrer [BD95]
que
− une 3-catégorie stricte avec un objet, un 1-morphisme est une catégorie mo-

noïdale symétrique stricte,
− une 3-catégorie faible avec un objet, un 1-morphisme est une catégorie mo-

noïdale tressée.
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Or, ces deux notions ne sont pas équivalentes.

Revenons aux cobordismes. On peut aussi étendre la catégorie Cobn(n) en lui
rajoutant des (n+ 1)-morphismes, des (n+ 2)-morphismes . . . Étant donnée deux
n-bordismes W0,W1, un (n + 1)-morphismes est un difféomorphisme φ : W0 →
W1 préservant les "données de bord". Un n-morphisme est un bordisme entre
des (n − 1)-morphismes, qui sont eux-mêmes des bordismes entre des (n − 2)-
morphismes et ainsi de suite, on souhaite que toutes ces données implicites soit
préservées par φ. On définit ensuite un (n+2) morphisme comme étant une isotopie
entre deux difféomorphismes, en demandant de nouveaux que les données de bord
soit préservées.
On peut continuer ainsi en obtenant des k-morphismes ∀k > n, on a alors une ∞-
catégorie. Plus exactement, il s’agit d’une (∞, n)-catégorie car les k-morphismes
sont inversibles pour k > n.

2.2 Modèle pour les (∞, 1)-catégories

Avec la terminologie introduite ci-dessus, le ∞-groupoïde fondamental d’un
espace topologique X doit être une (∞, 0)-catégorie.
Un des principes que doit vérifier une bonne théorie des catégories supérieures est
l’hypothèse de l’homotopie, elle est présentée en 1983 dans [Gro83] .

La construction X → Π≤∞X établit une bijection entre les espaces to-
pologiques (à équivalence homotopique faible près) et les (∞, 0)-catégories
(à équivalence près).

Remarque 2.1. Plus généralement, on peut demander que la construction X →
Π≤nX établisse une bijection entre les espaces topologiques de type n (ceux dont
les groupes d’homotopie πk(X, x) sont nuls pour k > n et tout x ∈ X) et les
n-groupoïdes.

Dans toute la suite, on prend la convention suivante.

Définition 2.3. Une (∞, 0)-catégorie est un espace topologique.

Cette définition concorde bien avec nos attentes. En effet, étant donné un es-
pace topologique X, on peut l’interpréter comme une (∞, 0)-catégorie dont les
objets sont les points, les 1-morphismes sont les chemins entre les objets, les 2-
morphismes sont les homotopies entre chemins et ainsi de suite.

On considère C une (∞, 1)-catégorie, en supposant que cette notion soit bien
définie on va essayer de trouver une structure équivalente qui servira de modèle.

Construction 2.1. On peut extraire de C une (∞, 0)-catégorie X0 dont :
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− les objets sont ceux de C,
− les 1-morphismes sont les 1-morphismes inversibles de C,
− les 2-morphismes sont les 2 morphismes entre les 1-morphismes inversibles

de C,
− . . .

On perd de l’information sur les 1-morphismes non inversibles de C. On peut identi-
fier les morphismes de C avec les foncteurs [1]→ C où [1] est la catégorie associée à
l’ensemble ordonnée {0 < 1}. L’ensemble de ces foncteurs Fun([1], C) forment une
nouvelle (∞, 1)-catégorie et comme précédemment on en extrait X1 une (∞, 0)-
catégorie. Les espaces topologiques X0, X1 ne contiennent aucune donnée sur la
composition des 1-morphismes de C, on va donc itérer le processus. Considérons les
paires de 1-morphismes composables, elles peuvent être identifiées à des foncteurs
[2] → C. Plus généralement, on considère l’(∞, 1)-catégorie Fun([n], C) et on en
extrait Xn une (∞, 0)-catégorie.

Les espaces topologiques {Xn}n≥0 sont naturellement organisés en espace sim-
plicial X•. En effet, Xn dépend de façon fonctorielle de [n]. Étant donné un
morphisme f : [n] → [m], en composant avec f , on définit un foncteur entre
Fun([m], C) et Fun([n], C) et donc entre Xm et Xn.
Cette construction ressemble à celle du nerf d’une catégorie que nous rappelons.

Définition 2.4. Le nerf d’une petite catégorie C est l’ensemble simplicial N(C)•
défini par N(C)n = Fun([n], C).

Autrement dit, l’ensemble N(C)n est l’ensemble de n morphismes composables

C0
f1−→ C1

f2−→ . . .
fn−→ Cn.

La catégorie C est déterminée par son nerf N(C)• à isomorphisme près. En effet, les
objets de C sont les éléments de N(C)0 et les morphismes de C sont les éléments de
N(C)1. Il ne reste plus que les données concernant la composition des morphismes
à récupérer.

Notation 2.1. Pour toute famille 0 ≤ i0 ≤ i1 ≤ . . . ≤ im ≤ n, on définit

pi0,i1,...,im : [m]→ [n]
j 7→ ij

et pour tout ensemble simplicial X•, on note p∗i0,i1,...,im : Xn → Xm l’application
associée.
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Pour le nerf N(C)•, on a un carré cartésien dans Sets, la catégorie des en-
sembles :

N(C)2 N(C)1

N(C)1 N(C)0.

p∗0,1

p∗1,2 p∗1

p∗0

Le diagramme induit un isomorphisme avec le produit fibré

φ : N(C)2 → N(C)1 ×N(C)0 N(C)1.

Une paire de morphismes composables f : C → D et g : D → E peut être
identifiée à un élément (f, g) de N(C)1×N(C)0 N(C)1. La composée g ◦f est donnée
par p∗0,2φ−1(f, g) ∈ N(C)1.

Nous verrons que l’espace simplicial X• dont la construction rappelle celle du
nerf, vérifie une propriété similaire.

Définition 2.5. Soient f : X → Z et g : Y → Z deux applications continues
entre espaces topologiques. Le produit fibré homotopique X ×hZ Y est l’espace
topologique

X×ZZ [0,1]×ZY := {(x, y, p) ∈ X×Y×Z [0,1] : p continue et p(0) = f(x), p(1) = g(y)}

Remarque 2.2. Il existe une application canonique entre le produit fibré et le pro-
duit fibré homotopique

X ×Z Y → X ×hZ Y
(x, y)→ (x, y, p)

où p est le chemin constant valant f(x) = g(y).

Définition 2.6. Un diagramme commutatif d’espaces topologiques

W X

Y Z

est un carré cartésien homotopique si la composée suivante est une équivalence
faible homotopique

W → X ×Z Y → X ×hZ Y.
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Définition 2.7. Un espace simplicial X• est un espace Segal si ∀m,n ∈ N le
diagramme

Xm+n Xm

Xn X0

p∗0,1,...,m

p∗m,m+1,...,m+n p∗m

p∗0

est un carré cartésien homotopique.

Remarque 2.3. Soit m ≥ 1, on considère les applications

gi : [1]→ [m]
0 7→ i− 1
1 7→ i.

En raisonnant par récurrence, on voit qu’être un espace de Segal revient à exiger
que pour tout m ≥ 1 l’application

Xm → X1 ×hX0
. . .×hX0

X1

induite par les gi soit une équivalence faible homotopique.
Pour revenir à l’espace simplicial X• que l’on a extrait de l’(∞, 1)-catégorie,

on peut supposer qu’il s’agit d’un espace de Segal. En effet, ceci sous-entend que
se donner une suite de morphismes composables

C0
f1−→ C1

f2−→ . . .
fn−→ Cn

est équivalent à la donnée de deux suites

C0
f1−→ . . .

fm−→ Cm, Cm
fm+1−−−→ . . .

fn−→ Cn.

Ainsi, on vient de voir qu’à toute (∞, 1)-catégorie, on peut associer un espace de
Segal, montrons qu’il s’agit d’une équivalence.

Construction 2.2. Soit X•, un espace de Segal, tentons de définir une (∞, 1)-
catégorie C.
− Les objets de C sont les points de l’espace topologique X0.
− Soient x, y ∈ X0, l’ensemble des morphismes HomC(x, y) est donné par le

produit fibré homotopique itéré {x} ×hX0
X1 ×hX0

{y} obtenu comme produit
fibré homotopique du diagramme

{x} ×hX0
X1 ×hX0

{y} X1

{x} × {y} X0 ×X0

(d0;d1)

où d0, d1 désignent les application de faces.
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− Pour x, y, z ∈ X0, la composition

HomC(x, y)×HomC(y, z)→ HomC(x, z)

s’obtient par la composée

({x} ×hX0
X1 ×hX0

{y})× ({y} ×hX0
X1 ×hX0

{z}) → {x} ×hX0
X1 ×hX0

X1 ×hX0
{z}

' {x} ×hX0
X2 ×hX0

{z}
→ {x} ×hX0

X1 ×hX0
{z}.

− L’associativité de la composition découle des équivalences faibles homoto-
piques X1 ×hX0

X2 ← X3 → X2 ×hX0
X1.

− En ce qui concerne l’identité, les égalités découlent des équivalences faibles
homotopiques X1 ×hX0

X0 ← X1 → X0 ×hX0
X1.

Toutefois, les deux constructions ne sont pas inverses l’une de l’autre. En effet,
considérons une petite catégorie C, en munissant les ensembles N(C)n de la topolo-
gie discrète, le nerf N(C)• est un espace de Segal. En lui appliquant la construction
présentée ci-dessus, on retrouve la catégorie C. Cependant, l’espace de Segal X•
associé à C ne coïncide pas avec N(C)•.

Construction 2.3. Nous allons donc raffiner la construction précédente, en consi-
dérant hX, la catégorie homotopique de X• :
− Les objets de sont les points de l’espace topologique X0.
− Soient x, y ∈ X0, HomhX(x, y) est l’ensemble des composantes connexes par

arcs
π0({x} ×hX0

X1 ×hX0
{y}).

En appliquant cette construction à des espaces de Segal différents on peut re-
trouver une même catégorie. Soit, Y• un espace de Segal, en utilisant la construc-
tion 2.3, on obtient une (∞, 1)-catégorie C. En appliquant la construction 2.1, on
peut extraire de C, un espace de Segal X•. On rappelle que l’(∞, 0)-catégorie X0

s’obtient en retirant les 1-morphismes non inversibles de C. On peut définir une
application de Y0 vers X0 mais ce n’est pas nécessairement une équivalence. Il se
peut qu’un 1-morphisme inversible de C ne soit pas obtenu à partir d’un chemin
de Y0.

Définition 2.8. SoitX• un espace de Segal et f ∈ X1. Soit x = d0(f) et y = d1(f).
La composée

{f} → {x} ×X0 X1 ×X0 {y} → {x} ×hX0
X1 ×hX0

{y}

définit un morphisme f ∈ HomhX(x, y) = π0({x}×hX0
X1×hX0

{y}). f est inversible
si f est un isomorphisme dans hX.
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Exemple 2.5. L’application [1] → [0] induit la dégénérescence s0 : X0 → X1.
Pour tout x ∈ X0 le morphisme s0(x) coïncide avec idx : x → x dans hX. Ainsi,
s0(x) est inversible pour tout x ∈ X0.

Définition 2.9. Soit X• un espace de Segal et Z ⊂ X1 l’ensemble des éléments
inversibles. X• est un espace de Segal complet si s0 : X0 → Z est une équivalence
homotopique faible.

Soit Y• un espace de Segal et C = hY . Si on suppose de plus que Y• est complet,
alors on peut identifier l’espace topologique Y0 avec la (∞, 0)-catégorie extraite de C
en retirant les 1-morphismes non inversibles. On a donc établi une correspondance
entre les espaces de Segal complets et ce qu’on attend d’une (∞, 1)-catégorie, ce
qui justifie la définition suivante.

Définition 2.10. Une (∞, 1)-catégorie est un espace de Segal complet.

Remarque 2.4. Tout espace de Segal peut être complété en un espace de Segal
complet, en utilisant, par exemple, les constructions présentées précédemment. Il
existe même un foncteur Comp qui à un espace de Segal associe un espace de
Segal complet [Rez01].

Il existe d’autres définitions d’une (∞, 1)-catégorie qui sont équivalentes [Ber10].

2.3 Modèle pour les (∞, n)-catégories

Dans cette sous-partie, on va généraliser l’approche précédente afin de définir
une (∞, n)-catégorie. Commençons par une extension de la notion d’objet simpli-
cial.

Définition 2.11. Soient n ∈ N, et C une catégorie. Un objet simplicial à n-
feuillets de C est un foncteur

(∆op)n := ∆op × . . .×∆op → C.

On note Cn la catégorie des objets simpliciaux à n-feuillets.

Remarque 2.5. − Un objet simplicial à n-feuillets définit une collection d’objets
Xk1,...,kn avec ki ∈ N.

− Pour m,n ∈ N, on a une équivalence de catégories

(Cm)n ' Cm+n.

En particulier, on identifie les objets simpliciaux à n-feuillets de C avec les
objets simpliciaux X• de Cn−1.
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− On parle d’espace simplicial à n-feuillets si C = Top, la catégorie des espaces
topologiques.

Il nous faut des notions supplémentaires pour pouvoir parler d’espace de Segal
à n-feuillets.

Définition 2.12. − Une applicationX → Y d’espaces simpliciaux à n-feuillets
est une équivalence homotopique faible si les applications induitesXk1,...,kn →
Yk1,...,kn sont des équivalences homotopiques faibles d’espaces topologiques
pour tout k1, . . . , kn ∈ N.

− Un diagramme d’espaces simpliciaux à n-feuillets est un carré cartésien
homotopique

W X

Y Z

si pour tout k1, . . . , kn ∈ N, le diagramme

Wk1,...,kn Xk1,...,kn

Yk1,...,kn Zk1,...,kn

est un carré cartésien homotopique d’espaces topologiques.
− Un espace simplicial à n-feuilletsX est essentiellement constant s’il existe

une équivalence homotopique faible d’espaces simpliciaux Y → X avec Y un
foncteur constant.

Nous sommes à présent en mesure de définir une généralisation de la notion
d’espace de Segal complet.

Définition 2.13. Soit X un espace simplicial à n-feuillets, n ∈ N. On interprète
X comme un objet simplicial X• dans la catégorie Topn−1. On dit que X est un
espace de Segal à n-feuillets s’il vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout 0 ≤ k ≤ m, le diagramme

Xm Xk

Xm−k X0

est un carré cartésien homotopique d’espaces simpliciaux à (n-1)-feuillets.
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2. L’espace simplicial à (n− 1)-feuillets X0 est essentiellement constant.
3. Chaque Xk est un espace de Segal à (n− 1)-feuillets.

De plus, l’espace de Segal à n-feuillets est complet s’il vérifie les conditions :
4. Chaque Xk est complet.
5. L’espace simplicial Y•, donné par Yk = Xk,0,...,0, est un espace de Segal com-

plet.

Les espaces de Segal à n-feuillets sont définis par récurrence mais on peut
également donner une description explicite.

Définition 2.14. Un espace de Segal à n-feuillets est un espace simplicial à
n-feuillets X = X•,...,• vérifiant les conditions suivantes :

1. ∀1 ≤ i ≤ n,∀k1, . . . , , ki−1, ki+1, . . . , kn ≥ 0,

Xk1,...,,ki−1,•,ki+1,...,kn

est un espace de Segal
2. ∀1 ≤ i ≤ n,∀k1, . . . , , ki−1 ≥ 0, l’espace simplicial à (n− i)-feuillets

Xk1,...,,ki−1,0,•,...,•

est essentiellement constant.
De plus, l’espace de Segal à n-feuillets est complet si

3. ∀1 ≤ i ≤ n,∀k1, . . . , , ki−1 ≥ 0,

Xk1,...,,ki−1,•,0,...,0

est un espace de Segal complet.
On note Seg la catégorie des espaces de Segal à n-feuillets.

Voyons à présent comment cette définition coïncide avec ce que l’on attend
d’une (∞, n)-catégorie C.
On rappelle que pour un espace de Segal Y•, on a une équivalence homotopique
faible pour tout m ≥ 1,

Ym → Y1 ×hY0 . . .×
h
Y0
Y1

Dans un espace de Segal à n-feuillets, on peut composer les morphismes le long
de n directions (ou axe de temps). Les objets de C sont les points de X0,...,0. Les
i-morphismes de la catégorie sont les éléments de X1,...,1,0,...,0. Grâce à la première
condition, un élément deXk1,...,kn s’interprète comme la composée de ki morphismes
le long de la ie direction.
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• •

Afin de comprendre à quoi correspond la 2econdition, regarder le cas n = 2. Un
2-morphisme d’une 2-catégorie peut être représenté par le diagramme

La flèche du haut (respectivement, du bas) représente la source (respectivement,
le but) du 2-morphisme. On notera que ce sont des 1-morphismes entre les mêmes
objets.
On retrouve quelque chose de similaire dans un espace de Segal à 2-feuillets,X•,•.
En effet, un élément de X1,1 est un 2-morphisme, on peut le représenter par le
diagramme

• •

• •

∈X1,0

∈X0,1'X0,0 ∈X0,1'X0,0

∈X1,0

Les sommets sont des éléments de X0,0. Les flèches horizontales sont des élé-
ments de X1,0, des 1-morphismes entre des points de X0,0. Elles traduisent une
évolution dans la première direction. Les transformations dans la deuxième direc-
tion sont données par des éléments de X0,1. Or, comme X0,• est essentiellement
constant, on a une équivalence homotopique faible X0,0 ' X0,1. A homotopie près,
les flèches horizontales sont des 1-morphismes entre les mêmes objets.

Définition 2.15. Une (∞, n)-catégorie est un espace de Segal complet à n-feuillets.

Remarque 2.6. Soit X•,...,• un espace de Segal à n-feuillets. En appliquant le fonc-
teur de complétionComp de façon itérative, on obtient un espace de Segal complet
à n-feuillets.

Remarque 2.7. On peut munir une (∞, n)-catégorie d’une structure monoïdale
symétrique. Les détails sont donnés dans [CS19].

Remarque 2.8. On aurait pu procéder différemment en définissant une (∞, 0)-
catégorie comme étant un complexe de Kan. C’est l’approche que nous allons
adopter dans la partie suivante. On peut reproduire la démarche développée jus-
qu’ici en remplaçant les espaces topologiques par des complexes de Kan. Doré-
navant, un espace simplicial désignera un objet simplicial dans la catégorie des
complexes de Kan.
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3 L’(∞, n)-catégories des bordismes
Le but de cette partie est de définir une (∞, n)-catégorie de bordismes Bordn,

on l’obtient en complétant un espace de Segal à n-feuillets PBordn.
Soit V un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie. On va considérer l’en-
semble simplicial à n-feuillets PBordVn dont les éléments sont des sous-variétés de
dimension n contenues dans V ×Rn. PBordn sera obtenue comme limite inductive
en faisant varier V dans l’ensemble des espaces vectoriels de dimension finie (c’est
à dire la colimite obtenue le long des inclusions V ⊂ V ⊕ R ⊂ V ⊕ R2 ⊂ . . .).
Le théorème de Whitney permet de s’assurer qu’on a pris en compte toutes les
variétés de dimension n.

Théorème (Whitney). Si M est une variété lisse de dimension n, il existe un
plongement lisse M → R2n.

Commençons par expliquer ce que l’on attend d’une telle catégorie. Un élément
de (PBordVn )1,...,1 est une variété avec n axes de temps. De plus, dans chacune des
directions, son bord se décompose en une partie entrante et une partie sortante.
Voici un exemple pour n = 2.

t1

t2

Un élément de (PBordVn )k1,...,kn est également une variété avec n axes de temps,
il s’obtient comme composée de ki morphismes le long de la ie direction. Voici un
exemple pour n = 2 et k1 = k2 = 2.

La variété est plongée dans un espace vectoriel V × Rn pour représenter les
n-axes de temps. Afin de repérer les "coupures" où se recollent les bordismes, on
place une "grille" sur les différentes directions. En pratique, on s’intéresse à des
intervalles autour de la grille, ce qui revient à regarder des colliers de variétés.
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3.1 Intervalles

On va définir proprement ce que l’on appelait grille ci-dessus en construisant un
espace de Segal Int•. Comme expliqué à la remarque 2.8, dorénavant nous allons
considérer des complexes de Kan et non plus des espaces topologiques.
Int• dispose d’une structure simpliciale (donnée par les dégénérescences et les faces
entre ses niveaux) mais également d’une structure spatiale (puisque chaque niveau
Intk est un complexe de Kan). Décrivons tout d’abord cette seconde structure.
Les 0-simplexes de Int0 sont les paires

Int0 = {(a, b) : a < b} ⊂ R2.

On identifie un élément (a, b) ∈ Int0 avec l’intervalle [a, b].
Soit m ∈ N, les m-simplexes de l’ensemble simplicial Int0 sont les paires d’appli-
cations lisses a, b : |∆m|e → R telles que a(x) ≤ b(x), ∀x ∈ |∆m|e. Un m-simplexe
s’interprète comme un ensemble d’intervalles, on le note (I(x))x∈|∆m|e ou encore
(a(x), b(x))x∈|∆m|e .
Int0 est une sous-variété de R2, prendre les simplexes lisses fait de Int0 un com-
plexe de Kan (d’après le corollaire 4.36 de [CW14]).
Plus généralement, pour k ∈ N, on pose

Intk = {(a, b) = (a0, . . . , ak, b0, . . . , bk) : ai < bi; ai−1 ≤ ai, bi−1 ≤ bi} ⊂ R2k.

On interprète les éléments comme des (k + 1)-uplets d’intervalles ordonnés I =
I0 ≤ . . . ≤ Ik. Comme précédemment, en prenant les simplexes lisses, on définit le
complexe de Kan Intk. Un m-simplexe sera noté (I0(x) ≤ . . . ≤ Ik(x))x∈|∆k|e .
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Notation 3.1. Soit f : [m] → [l] un morphisme de la catégorie simpliciale ∆. Il
induit une application entre les simplexes standards étendus |f | : |∆m|e → |∆l|e.
On note f∆, l’application qui envoie les l-simplexes sur les m-simplexes de Intk :

f∆ : (I0(x) ≤ . . . ≤ Ik(x))x∈|∆l|e →
(
I0

(
|f |(x)

)
≤ . . . ≤ Ik

(
|f |(x)

))
x∈|∆m|e

.

Les applications faces et dégénérescences spatiales d∆
j , s

∆
j sont celles induites par

les cofaces δj et les codégénérescences σj (Notation A.1).

Regardons à présent la structure simpliciale de Int•. Étant donné un mor-
phisme g : [k]→ [l] de la catégorie simpliciale ∆, on dispose d’une application

g∗ : Intl → Intk
(I0(x) ≤ . . . ≤ Il(x))x∈|∆m|e → Ig(0)(x) ≤ . . . ≤ Ig(k)(x))x∈|∆m|e .

Les applications faces et dégénérescences simpliciales sont données par dj = (δj)∗

et sj = (σj)∗. La je face dj supprime le je intervalle

dj : Intk → Intk−1

(I0 ≤ . . . ≤ Ik)→ (I0 ≤ . . . ≤ îj ≤ . . . ≤ Ik)

et la je dégénérescence sj double le je intervalle

sj : Intk → Intk+1

(I0 ≤ . . . ≤ Ik)→ (I0 ≤ . . . ≤ Ij ≤ Ij ≤ . . . ≤ Ik).

Proposition 3.1. Pour tout k ∈ N, le complexe de Kan Intk est contractile.

Démonstration. On va prouver que Int0 est contractile. La démarche s’adapte au
cas général. Soit ∆0 = [0] le 0-simplexe standard. On considère les applications
définies sur les m-simplexes :

∆0 i−→ Int0 Int0
r−→ ∆0

[0, . . . , 0] 7→ (0, 1)x∈|∆m|e (a(x), b(x))x∈|∆m|e 7→ [0, . . . , 0].

Il est clair que r ◦ i = id∆0 . Inversement, montrons que i ◦ r est homotope à idInt0 .
On considère l’homotopie donnée par

H : ∆1 × Int0 → Int0
[0]× (a, b) 7→ (a, b)
[1]× (a, b) 7→ (0, 1)
[0, 1]× (a(x), b(x))x∈|∆1|e 7→ (c(x), d(x))x∈|∆1|e .
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C’est un morphisme d’ensembles simpliciaux, il suffit donc de le définir sur les
simplexes non dégénérés (Déf A.9). De plus, les applications induites sur les niveaux
commutent avec les applications faces et dégénérescences, c’est pourquoi on a

(c(1), d(1)) = d∆
0

(
c(x), d(x)

)
x∈|∆1|e

= H
(

[1]× d∆
0

(
a(x), b(x)

)
x∈|∆1|e

)
= (0, 1)

et

(c(0), d(0)) = d∆
1

(
c(x), d(x)

)
x∈|∆1|e

= H
(

[0]×d∆
1

(
a(x), b(x)

)
x∈|∆1|e

)
= (a(0), b(0)).

On peut prendre (
c(x), d(x)

)
=
(
(1− x)a(0), x+ (1− x)b(0)

)
.

On a bien montré que Int0 est contractile. La méthode s’adapte au cas général en
considérant une famille de k + 1 intervalles au lieu d’un seul intervalle.

Proposition 3.2. Soit l’application simpliciale

i : Int• ' Int• ×Int• Int• → Int• ×hInt• Int•

donnée à chaque niveau par l’application canonique entre le produit fibré et le
produit fibré homotopique. C’est un rétracte par déformation donc une équivalence
faible homotopique.

Démonstration. On définit le rétracte r niveau par niveau. Soit k ∈ N, on a

r : Intk ×hIntk Intk → Intk
(I, J, γ) 7→ I,

où I = I0 ≤ . . . ≤ Ik, J = J0 ≤ . . . ≤ Jk sont deux familles de (k + 1) intervalles
et γ est un chemin entre eux. De plus, en composant avec les applications faces,
on remarque que pour 0 ≤ i ≤ k on a γi(0) = Ii et γi(1) = Ji.
Il est clair que r ◦ i = idIntk . En ce qui concerne la composée, on a

i ◦ r : Intk ×hIntk Intk → Intk ×hIntk Intk
(I, J, γ) 7→ (I, I, γcst).

Une homotopie entre i ◦ r et l’identité est donnée par l’application :

H : ∆1 × Intk ×hIntk Intk → Intk ×hIntk Intk
[0]× (I, J, γ) 7→ (I, I, γcst)
[1]× (I, J, γ) 7→ (I, J, γ)
[0, 1]× (I(x), J(x), γ(x))x∈|∆1|e 7→ (I(x), (1− x)I(x) + xJ(x), λ(x))x∈|∆1|e ,

avec λ(x) = (1−x)γcst(x) +xγ(x) et γcst(x) le chemin constant ayant pour origine
et but I(x).
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Proposition 3.3. Int• est un espace de Segal complet.

Démonstration. On a vu que pour tout k ∈ N, le complexe de Kan Intk est contrac-
tile. On en déduit que pour tout k ∈ N, on a une équivalence faible homotopique

Intk → Int1 ×hInt0 . . .×
h
Int0

Int1.

De plus, Int• est complet car on dispose d’une équivalence faible entre Int0 et
Int1.

Montrons à présent comment étendre nos définitions pour obtenir un espace de
Segal complet à n-feuillets.

Définition 3.1. On définit un espace simplicial à n-feuillets en posant

Intn•,...,• = (Int•)
×n.

Un élément de Intnk1,...,kn sera noté

I = (a, b) = (I i0 ≤ . . . ≤ I iki)1≤i≤n.

Proposition 3.4. Intn•,...,• est un espace de Segal complet à n-feuillets.

Démonstration. Il y a trois points à considérer (Déf 2.14). La condition de Segal et
la complétude sont vérifiées car elles le sont pour Int•. Il faut montrer que l’espace
est essentiellement constant, c’est à dire qu’il existe une équivalence homotopique
faible d’espaces simpliciaux à n-feuillets entre Intn•,...,• et un foncteur constant.
Ceci est dû au fait que Intk est contractile pour tout k ∈ N.

L’application définie ci-dessous sera utilisée par la suite.

Définition 3.2. Soit k ∈ N. On définit l’application B par

B : Intk → Int0
I(x) = (I0(x) ≤ . . . ≤ Ik(x))x∈|∆m|e 7→ B(I(x)) = B(a(x), b(x)) =]a0(x), bk(x)[x∈|∆m|e .

Étant donnée une famille de k intervalles ordonnés, ceci revient à garder uni-
quement l’intervalle ouvert formé des points extrémaux (a0, bk).
Cette application s’étend naturellement à l’espace simplicial à n-feuillets Intn•,...,•.
Soient k1, . . . , kn ∈ N, l’application B : Intnk1,...,kn → Int×n0 envoie un m-simplexe

I
m

= (I i0(x) ≤ . . . ≤ I iki(x))x∈|∆m|e, 1≤i≤n

sur la plus petite "boîte" contenant tous les intervalles

B(I
m

) = B(am, b
m

) =]a1
0(x), b1

k1
(x)[× . . .×]an0 (x), bnkn(x)[x∈|∆m|e .

On peut identifier le m-simplexe B(I
m

) avec ∪x∈|∆m|eB(I(x))×{x} ⊂ Rn×|∆m|e.
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3.2 La catégorie des bordismes Bordn
On va définir l’espace simplicial à n-feuillets, (PBordVn )•,...,• présenté en début

de partie. Commençons par préciser les 0-simplexes de (PBordVn )k1,...,kn que nous
noterons (PBordVn )k1,...,kn .

Définition 3.3. Soit V un R-espace vectoriel de dimension r ∈ N, qu’on identifie
avec Rr. Pour tout n-uplet, k1, . . . , kn ∈ N, on définit (PBordVn )k1,...,kn comme
la collection de paires (M, I = (I i0,≤ . . . ≤ I iki)1≤i≤n) vérifiant les conditions
suivantes.

1. ∀1 ≤ i ≤ n, (I i0,≤ . . . ≤ I iki) ∈ Intki .
2. M est une sous-variété de dimension n fermée de V ×B(I) et la composée

π : M ↪→ V ×B(I) � B(I)

est une application propre.
3. Soit S ⊆ {1, . . . , n}, on pose

pS : M
π−→ B(I)

πS−→ RS

où πS : Rn → RS est la projection sur les coordonnées indexées par S. Alors,
pour tout 1 ≤ i ≤ n et 0 ≤ ji ≤ ki et à tout point x ∈ p−1

{i}(I
i
ji

), l’application
p{i,...,n} est une submersion.

Remarque 3.1. Un élément de (PBordVn )k1,...,kn s’interprète comme une collection
de k1 · · · kn n-bordismes (avec ki n-bordismes sur la ie direction) que l’on peut
composer afin d’obtenir M . Ceci est dû à la condition (3) de la définition.
− Pour tout 1 ≤ i ≤ n et à tout point x ∈ p−1

{i}(I
i
j), l’application p{i} est une

submersion. Ainsi, tout tij ∈ I ij étant une valeur régulière de p{i}, p−1
{i}(t

i
j)

est une (n − 1)-variété. La variété M s’obtient sur l’axe de temps i par
recollement des n-bordismes entre les (n− 1)-variétés {p−1

{i}(t
i
j)}0≤j≤ki .

On peut montrer que des choix différents de "coupures" {tij}0≤j≤ki donnent
des familles difféomorphes de ki n-bordismes (Corollaire 5.5 de [CS19]).

− Pout tout tn−1
j ∈ In−1

j et tnl ∈ Inl , on a l’inclusion suivante

p−1
{n−1,n}((t

n−1
j , tnl )) ⊂ p−1

{n−1}(I
n−1
j ).

A tout point x ∈ p−1
{n−1}(I

n−1
j ), l’application pn−1,n est une submersion. Ainsi

p−1
{n−1,n}((t

n−1
j , tnl )) est une (n− 2) variété.

− Plus généralement, pour tout (tkjk , . . . , t
n
jn) ∈ Ikjk×. . .×I

n
jn , l’image réciproque

p−1
k,...,n((tkjk , . . . , t

n
jn)) est une (k − 1)-variété.
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Exemple 3.1. Voici un exemple d’élément de (PBordR1 )3

De façon analogue on définit les m-simplexe de (PBordVn )k1,...,kn .

Définition 3.4. Soitm ∈ N. Unm-simplexe de (PBordVn )k1,...,kn est une collection
de paires (M, I

m
= (I i0(x),≤ . . . ≤ I iki(x))1≤i≤n; x∈|∆m|e) vérifiant les conditions

suivantes.
1. Im = (I i0(x) ≤ . . . ≤ I iki(x))1≤i≤n; x∈|∆m|e est un m-simplexe de Intk1,...,kn .

2. M est une sous-variété de dimension n + m fermée de V × B(I
m

) ⊂ V ×
Rn × |∆m|e telle que
− la composée

π : M ↪→ V ×B(I
m

) � B(I
m

)

est une application propre,
− sa composée avec la projection sur |∆m|e est une submersion M →
|∆m|e qui est triviale en dehors de |∆m|.

3. Soit S ⊆ {1, . . . , n}, on pose

pS : M
π−→ B(I

m
) ⊂ Rn × |∆m|e

πS−→ RS × |∆m|e.

Alors, pour tout 1 ≤ i ≤ n et 0 ≤ ji ≤ ki et à tout point x ∈ p−1
{i}(∪x∈|∆m|eI

i
ji

(x)×
{x}), l’application p{i,...,n} est une submersion.

On note Mx, l’image réciproque de x ∈ |∆m|e par M → |∆m|e. Ceci définit un
élément de (PBordVn )k1,...,kn :

(Mx) = (Mx ⊂ V ×B(I(x)), I(x)).

La composition de l’inclusion avec la projection sera notée πx : Mx → B(I(x)).

On va utiliser les structures simpliciale et spatiale de Intn•,...,• pour expliciter
celles de (PBordVn )•,...,•.
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Définition 3.5. Soit f : [m]→ [l] un morphisme de la catégorie simpliciale ∆. Il
induit une application entre les simplexes standards étendus |f | : |∆m|e → |∆l|e.
Soit (M, I = (I i0(x),≤ . . . ≤ I iki(x))1≤i≤n; x∈|∆l|e) un l-simplexe de (PBordVn )k1,...,kn .
Son image par l’application f∆ est un m-simplexe obtenu de la façon suivante.
− Pour 1 ≤ i ≤ n, le m-simplexe dans Intki s’obtient en appliquant f∆ (Nota-

tion 3.1) :

f∆ : (I0(x) ≤ . . . ≤ Ik(x))x∈|∆l|e →
(
I0

(
|f |(x)

)
≤ . . . ≤ Ik

(
|f |(x)

))
x∈|∆m|e

.

− La variété f∆M ⊂ V ×B(I(x))x∈|∆m|e est le pullback du diagramme :

f∆M |∆m|e

M |∆l|e.

|f |

L’image réciproque de x ∈ |∆m|e par f∆M → |∆m|e est (f∆M)x = M|f |(x).
On a

f∆M =
⋃

x∈|∆m|e

M|f |(x) × {x}.

Les applications faces et dégénérescences spatiales, notées d∆
j , s

∆
j , sont celles

induites par les cofaces δj et les codégénérescences σj (Notation A.1).

On présente une manière de définir un chemin.

Exemple 3.2. Soit (M) = (M, I = (I i0 ≤ . . . ≤ I iki)1≤i≤n) un 0-simplexe de
(PBordVn )k1,...,kn . Soit 1 ≤ i ≤ n, on va découper un morceau à l’extrémité de (M)
le long de la ie direction, ceci donnera un nouvel élément qui sera relié à (M) par
un chemin. De façon équivalente (Déf A.14), cela revient à exhiber un 1-simplexe
dont l’origine sera (M) et le but sera ce nouvel élément.
Soit 0 < ε < bi0−ai0. On se donne une fonction croissante, lisse, bijective ε : [0, 1]→
[0, ε] avec des dérivées nulles aux extrémités.
Pour 0 ≤ j ≤ ki et x ∈ [0, 1] ⊂ |∆1|e, on pose

I ij(x) =]ai0 + ε(x), biki [∩I
i
j, alors B(I(x)) =]ai0 + ε(x), biki [⊂ B(I).

Les intervalles sont constants en dehors de x ∈ [0, 1]. On note M(ε) l’image réci-
proque de ∪x∈|∆1|eB(I(x))× {x} par M × |∆1|e → B(I)× |∆1|e.
Ainsi (M(ε), I(x)) est un 1-simplexe de (PBordVn )k1,...,kn et pour x ∈|∆1|e , on a
M(ε)x = p−1

{i}((a
i
0 + ε(x), biki)). On récupère l’origine du 1-simplexe

δ∆
1 M(ε) =

⋃
x∈|∆0|e

M(ε)|δ1|(x) × {x} = M(ε)0 = p−1
{i}((a

i
0, b

i
ki

)) = M
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et son but

δ∆
0 M(ε) =

⋃
x∈|∆0|e

M(ε)|δ0|(x) × {x} = M(ε)1 = p−1
{i}((a

i
0 + ε, biki)).

De façon analogue, on peut effectuer une coupure de l’autre côté et considérer
l’image réciproque p−1

{i}((a
i
0, b

i
ki
− δ)) pour δ suffisamment petit.

Nous allons expliciter la structure simpliciale de (PBordVn )k1,...,kn .

Définition 3.6. Pour 1 ≤ i ≤ n, on considère une famille de morphismes gi :
[mi] → [ki] dans ∆. On note g = (gi)1≤i≤n l’application produit sur ∆n. L’appli-
cation

g∗ : (PBordVn )k1,...,kn → (PBordVn )m1,...,mn

envoie un m-simplexe

(M ⊂ V ×B(I
m

), I
m

= (I i0(x),≤ . . . ≤ I iki(x))1≤i≤n; x∈|∆m|e)

sur

(g∗M = π−1(B(g∗I
m

)) ⊂ V×B(I
m

), g∗I
m

= (I igi(0)(x),≤ . . . ≤ I igi(mi)(x))1≤i≤n; x∈|∆m|e),

où π : M ↪→ V × B(I
m

) � B(I
m

). Autrement dit, la variété g∗M est l’image
réciproque de la nouvelle "boîte". De plus, on a (g∗M)x = g∗Mx.

Les faces simpliciales sont notées

dij : (PBordVn )k1,...,kn → (PBordVn )k1,...,ki−1,...,kn .

Les dégénérescences simpliciales sont notées

sij : (PBordVn )k1,...,kn → (PBordVn )k1,...,ki+1,...,kn .

Regardons à présent comment définir une (∞, n)-catégorie de bordismes à par-
tir de PBordVn .

Proposition 3.5. (PBordVn )•,...,• est un espace de Segal à n-feuillets.

Démonstration. Il y a deux conditions à vérifier.

Partie 1. Tout d’abord, montrons que pour tout 1 ≤ i ≤ n et toute famille
k1, . . . , , ki−1, ki+1, . . . , kn ∈ N,

(PBordVn )k1,...,,ki−1,•,ki+1,...,kn
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est un espace de Segal.
Soient k1, . . . , kn ∈ N, 1 ≤ i ≤ n et ki = m+ l, il faut prouver que l’application

hm,l : (PBordVn )k1,...,ki,...,kn → (PBordVn )k1,...,m,...,kn×h(PBordVn )k1,...,0,...,kn
(PBordVn )k1,...,l,...,kn

est une équivalence faible homotopique.
Dorénavant, on notera uniquement le ie indice pour plus de lisibilité. On écrira
donc :

hm,l : (PBordVn )ki → (PBordVn )m ×h(PBordVn )0
(PBordVn )l.

De manière équivalente, on souhaite montrer que le diagramme suivant est un carré
cartésien homotopique :

(PBordVn )ki (PBordVn )m

(PBordVn )l (PBordVn )0.

p∗0,...,m

p∗m,...,m+l p∗m

p∗0

Rappelons (Notation 2.1) que pour toute famille 0 ≤ i0 ≤ i1 ≤ . . . ≤ i′n ≤ n
et pour tout ensemble simplicial X•, on note p∗i0,i1,...,i′n : Xn → X ′n l’application
associée à

pi0,i1,...,i′n : [n′]→ [n]
j 7→ ij.

Un élément du produit fibré homotopique (PBordVn )m×h(PBordVn )0
(PBordVn )l est la

donnée d’une paire

(M, I) = (M ⊂ V ×B(I), I = (I i0 ≤ . . . ≤ I im, I
j
0 ≤ . . . ≤ Ijkj)1≤j≤n,j 6=i,

(N, J) = (N ⊂ V ×B(J), J = (J i0 ≤ . . . ≤ J il , J
j
0 ≤ . . . ≤ J jkj)1≤j≤n,j 6=i

et d’un chemin γ entre le but p∗m(M, I) = (p∗m(M), I im, (I
j
0 ≤ . . . ≤ Ijkj)1≤j≤n,j 6=i)

de (M, I) et la source p∗0(N, J) = (p∗0(N), J i0, (J
j
0 ≤ . . . ≤ J jkj)1≤j≤n,j 6=i) de (N, J)

dans la ie direction.

Étape 1.1 (Présentation de la méthode). On va décomposer hm,l en trois mor-
phismes et nous verrons que chacun d’entre eux est une équivalence faible homo-
topique :

(PBordVn )ki (PBordVn )m ×h(PBordVn )0
(PBordVn )l

(PBordVn )m,lki
Pm,l
ki
.

hm,l

h1

h2

h3 (3)

37



Définissons les ensembles apparaissant dans ce diagramme. On commence par
l’espace simplicial à n-feuillets, Pm,l

•,...,•. Pour chaque 1 ≤ j ≤ n avec j 6= i, on définit
une application

PBordVn → Int
(M, I)→ Ij

qui induit la flèche du bas dans le diagramme cartésien suivant.

Pm,l
•,...,ki,...,• Intn−1

•,...,•

(PBordVn )•,...,m,...,• ×h(PBordVn )•,...,0,...,•
(PBordVn )•,...,l,...,• Intn−1

•,...,• ×hIntn−1
•,...,•

Intn−1
•,...,•

'

La flèche de droite est induite par l’équivalence faible homotopique (Prop 3.2)

Int• ' Int• ×Int• Int• → Int• ×hInt• Int•.

L’espace Pm,l
•,...,• correspond aux paires (M, I), (N, J) pour lesquelles la je famille

d’intervalles coïncide (pour j 6= i) et à un chemin γ constant le long de ces inter-
valles.
Définissons à présent l’ensemble situé en bas à gauche de (3). On dispose de l’ap-
plication canonique Intm ×Int0 Intl → Intm ×hInt0 Intl (on ne garde que le ie
indice), c’est une équivalence faible homotopique car les espaces sont contractiles
(Prop3.3). On définit (PBordVn )m,l•,...,• comme pullback du diagramme suivant :

(PBordVn )m,l•,...,ki,...,• Intm ×Int0 Intl

Pm,l
•,...,ki,...,• Intm ×hInt0 Intl.

'

Il s’agit de nouveau des paires (M, I), (N, I) pour lesquelles la je famille d’inter-
valles coïncide (pour j 6= i) et à un chemin γ constant le long de ces intervalles,
mais, de plus, le long de la ie direction le dernier intervalle de (M, I) correspond
au premier intervalle de (N, J) : I im = J i0 .

Étape 1.2. Montrons que l’application h1 est une équivalence faible. Pour cela, on
exhibe un rétracte par déformation. On se donne une diagonale lissée D ⊂ [0, 1]2,
elle s’obtient comme graphe d’une fonction ε : [0, 1] → [0, 1] dont la dérivée est
nulle sur [0, 1

3
] ∪ [2

3
, 1]. On suppose de plus qu’elle est bijective sur [1

3
, 2

3
] avec une
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fonction inverse lisse.

1
3

2
3

D

Rappelons qu’un élément (0-simplexe) de (PBordVn )m,lki
est donné par une paire

(M, I), (N, J) et un chemin γ entre p∗m(M, I) et p∗0(N, J), constant le long des
intervalles. On va utiliser γ pour recoller les variétés M et N .
Soient ]a, b[= B(I i) = B(I i0 ≤ . . . ≤ I im) et ]c, d[= B(J i) = B(J i0 ≤ . . . ≤ J il ) alors
I im = J i0 =]c; b[.
Le chemin γ étant un 1-simplexe, c’est une sous-variété

P ⊂ V×]c, b[×B((Ij0 ≤ . . . ≤ Ijkj)1≤j≤n,j 6=i)× |∆1|e

telle que la composée p{i} = π{i} ◦ π : P →]c, b[×|∆1|e soit une submersion. Plus
précisément, par définition (Définition 3.4), π est une submersion propre et π{i} est
un fibré trivial. En appliquant le théorème de fibration d’Ehresmann (Théorème
C.2), on montre que π est un fibré. Il est même trivial par le corollaire C.1.
On récupère l’origine du 1-simplexe

p∗m(M) = δ∆
1 P = P0 = p−1

{i}(]c, b[×{0})

et son but
p∗0(N) = δ∆

0 M(ε) = P1 = p−1
{i}(]c, b[×{1}).

On obtient la diagonale lissée Dc,b ⊂]c, b[×|∆1|e comme graphe de la composée

εc,b : ]c, b[ → [0, 1] → [0, 1] ⊂ |∆1|e
t 7→ s = t−c

d−c 7→ ε(s)

Soit Pdiag := p−1
{i}(D

c,b). comme p{i} est un fibré trivial, la propriété C.6 montre
que Pdiag est difféomorphe à p∗m(M) et p∗0(N). Ainsi, on peut recoller les variétés
M et N le long de Pdiag et obtenir M qPdiag N . On l’interprète comme sous-variété
de V × R×]a, d[ grâce aux inclusions suivantes :
− M 'M × {0} ⊂ V × {0}×]a, b[⊂ V × R×]a, d[,

− N ' N × {1} ⊂ V × {1}×]c, d[⊂ V × R×]a, d[,

− Pdiag ⊂ V × |∆1|e×]c, b[' V × R×]c, b[⊂ V × R×]a, d[.
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On procède de façon analogue pour les k-simplexes, k ∈ N. Le chemin γ est alors
un (k + 1)-simplexe, il faut donc remplacer |∆1|e par |∆k|e. On définit ainsi une
application

h′1 : (PBordVn )m,l•,...,ki,...,• → (PBordVn )•,...,ki,...,•.

Montrons à présent qu’il s’agit bien d’un rétracte par déformation de h1.
Commençons par voir que h′1 ◦ h1 est l’identité. Pour cela, il suffit d’expliciter la
définition de h1. On se donne un élément de (PBordVn )ki :

(L,K) = (L ⊂ V ×B(K), K = (Kj
0 ≤ . . . ≤ Kj

kj
)1≤j≤n).

Son image par h1 est la paire

(M,K ′) := (p∗0,...,m(L), K ′ = (Ki
0 ≤ . . . ≤ Ki

m, K
j
0 ≤ . . . ≤ Kj

kj
)1≤j≤n,j 6=i),

(N,K”) := (p∗m,...,m+l(L), K” = (Ki
m ≤ . . . ≤ Ki

m+l, K
j
0 ≤ . . . ≤ Kj

kj
)1≤j≤n,j 6=i)

et le chemin γ entre le but p∗m(M,K ′) = (p∗m(M), Ki
m, (K

j
0 ≤ . . . ≤ Kj

kj
)1≤j≤n,j 6=i)

de (M,K ′) et la source p∗0(N,K”) = (p∗0(N), Ki
m, (K

j
0 ≤ . . . ≤ Kj

kj
)1≤j≤n,j 6=i) de

(N,K”) est constant sur les intervalles. Il s’agit bien d’un élément de (PBordVn )m,lki
.

Composer avec h′1 revient à recoller les variétés M et N le long d’une variété dif-
féomorphe à p∗m(M) et à p∗0(N). Il est donc clair que h′1 ◦ h1 est l’identité.
Regardons de plus près la composée h1 ◦ h′1. Elle envoie une paire de l-simplexes
(M, I), (N, J) et un chemin γ entre le but et la source, vers une paire (M ′, I), (N ′, J)
et un chemin constant. Il ne s’agit donc pas de l’identité, mais on peut définir une
homotopie. Nous aurons pour cela besoin des fonctions suivantes, obtenues en
modifiant ε. Soit x ∈ [0, 1], on pose

εsx = xε et εtx = 1 + x(ε− 1).

Pour x = 1, on a ε = εt1 = εs1 et pour x = 0, on obtient εs0 = 0 et εt0 = 1. On note
respectivement Ds,x et Dt,x leurs graphes sur [0, 1].

1
3

2
3

Ds,x

Dt,x

x = 2
3

1
3

2
3

Ds,x

Dt,x

x = 1
3

Soit x ∈ [0, 1], en appliquant la démarche précédente à Ds,x et Dt,x, on définit des
sous-variétés P s,x

diag et P t,x
diag. On se donne un triplet (M, I), (N, J), γ. En recollant
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M avec P s,x
diag et N avec P t,x

diag, on obtient (Mx, I) et (Nx, J). Remarquons que
M0 = M, N0 = N et M1 = M ′, N1 = N ′. Le chemin γx entre le but de (Mx, I) et
la source de (Nx, J) s’obtient à partir de l’image réciproque par π{i} de la partie
comprise entre Ds,x et Dt,x (c’est une sous-variété de P ).
L’homotopie recherchée est donnée par

H : [0, 1]× (PBordVn )m,l → (PBordVn )m,l

[1]× ((M, I), (N, J), γ) 7→ ((M ′, I), (N ′, J), γcst)
[0]× ((M, I), (N, J), γ) 7→ ((M, I), (N, J), γ)
[0, 1]× ((M, I(x)), (N, J(x)), γ(x))x∈|∆1|e 7→ ((Mx, I(x)), (Nx, J(x)), γx(x))x∈|∆1|e

Étape 1.3. Il faut montrer que h2 et h3 sont des équivalences faibles homotopique.
On trouvera les détails dans [CS19]. L’application hm,l est bien une équivalence
faible homotopique.

Partie 2. Il reste à voir que pour tout 1 ≤ i ≤ n et k1, . . . , ki−1 ∈ N l’espace de
Segal à (n− i)-feuillets (PBordVn )k1,...,ki−1,0,•,...,• est essentiellement constant.
Soit ki+1, . . . , kn ∈ N, nous allons montrer que l’application (induite par les dégé-
nérescences)

(PBordVn )k1,...,ki−1,0,0,...,0 ↪→ (PBordVn )k1,...,ki−1,0,ki+1,...,kn

possède un rétracte par déformation (pour j > i, Ij, la je famille d’intervalles est
envoyée sur B(Ij) =]aj0, b

j
kj

[) et que c’est donc une équivalence faible homotopique.
On va définir une homotopie

H : ∆1 × (PBordVn )k1,...,ki−1,0,ki+1,...,kn → (PBordVn )k1,...,ki−1,0,ki+1,...,kn .

Soit un 1-simplexe de (PBordVn )k1,...,ki−1,0,ki+1,...,kn

(M) = (M ⊂ V ×B(I(x)), ((Iβ(x))1≤β<i, (a
i
0(x), bi0(x)), (Iα(x))i<α≤n)x∈|∆1|e).

L’image de [0, 1]× (M) par H est le 1-simplexe

(M ⊂ V ×B(I(x)), ((Iβ(x))1≤β<i, (a
i
0(x), bi0(x)), (Ĩ

α
(x))i<α≤n)x∈|∆1|e)

où pour tout α > i et 0 ≤ j ≤ kα, on pose

ãαj (x) = (1− x)aαj (x) + xaα0 (x),

b̃αj (x) = (1− x)bαj (x) + xbαkα(x).

Définition 3.7. L’espace de Segal à n-feuillets PBordn s’obtient comme limite

PBordn = lim−−−−→
V⊂R∞

PBordVn .

Définition 3.8. L’(∞, n)-catégorie des bordismes Bordn s’obtient comme le com-
plété de PBordn.
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3.3 Structures sur les bordismes

Dans cette sous-partie, nous allons voir comment munir les variétés de struc-
tures supplémentaires (orientation, repère, . . .).

Définition 3.9. Soit X un espace topologique et E → X un fibré vectoriel réel
de rang n. On peut lui associer un fibré GLnR-principal, ce qui induit une (classe
d’homotopie) application e : X → BGLnR. Une (X,E)-structure (ou (X, e)-
structure) sur une n-variété M est la donnée de :
− une application f : M → X,
− un isomorphisme de fibré vectoriel : triv : TM ' f ∗E, où f ∗E est limite du

diagramme
f ∗E E

M X

On note V ar(X,E)
n l’ensemble des n-variétés munies d’une (X,E)-structure.

Remarque 3.2. En fait, on dispose du diagramme suivant

TM ' f ∗E E

X

M X BGLnR

e

e

La composée M → X → BGLnR classifie le fibré tangent TM .

Définition 3.10. Soient G un groupe topologique et e : G → O(n) un mor-
phisme continu qui induit e : BG → BGLnR. On considère le fibré vectoriel
E := (Rn × EG)/G sur BG. Une G-structure sur une n-variété M est une
(BG,E)-structure (ou (BG, e)-structure) sur M .
On note V arGn l’ensemble des n-variétés munies d’une G-structure.
On note BordGn l’(∞, n)-catégorie extraite de Bordn en ne gardant que les variétés
munies d’une G-structure.

Exemple 3.3. Si G = {1} est le groupe trivial, alors BG = ∗ et E est le fi-
bré vectoriel trivial de rang n. Ainsi le fibré tangent TM est trivial, on dit que
M est parallélisable. Rappelons qu’un fibré vectoriel (E, p,B) de rang n est
trivial s’il existe n sections (s1, . . . , sn) telles que pour tout b ∈ B, les vecteurs
(s1(b), . . . , sn(b)) soient libres [MS75]. Pour l’espace tangent TM d’une variété M
ceci revient à considérer n champs de vecteurs. On pose Bordfrn = Bord

{1}
n .
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Exemple 3.4. Si G = O(n) le groupe orthogonal alors une variété avec une G-
structure est une variété munie d’une structure riemannienne.

Exemple 3.5. Si G = SO(n) le groupe spécial orthogonal alors une variété avec
une G-structure est une variété orientée.

4 L’hypothèse du cobordisme

4.1 Éléments dualisables

Lors de notre étude des TCQT en dimension 1 et 2, nous avons vu qu’elles
vérifient une condition de finitude. Par exemple (partie 1.4), une 1-TQFT F :
Cob(1) → Vect(k) est caractérisée par la valeur F (pt+). Les objets de Vect(k)
ainsi obtenus sont les espaces vectoriels de dimension finie, ce sont les éléments
dualisables de la catégorie.

Définition 4.1. Soit (C,⊗,1) une catégorie monoïdale symétrique. Un objet x
de C est dualisable s’il existe un triplet (x, e, c), formé d’un objet x de C, d’une
évaluation e : x ⊗ x → 1, d’une coévaluation c : 1 → x ⊗ x, tel que les
compositions

x
idx⊗c−−−→ x⊗ x⊗ x e⊗idx−−−→ x, x

c⊗idx−−−→ x⊗ x⊗ x idx⊗e−−−→ x

soient l’identité.

Remarque 4.1. Plus exactement, dans une catégorie monoïdale, on dira que x est
un dual à droite de x et que x est un dual à gauche de x. Dans une catégorie
monoïdale symétrique, ces deux notions coïncident grâce au tressage.

Exemple 4.1. Soit R un anneau commutatif unitaire. On considère C = ModR
la catégorie des R-modules. La structure monoïdale provient du produit tensoriel
sur R que l’on note ⊗R et l’objet neutre est l’anneau R. Les éléments dualisables
sont les modules projectifs de type fini [DP83]. On raisonne comme dans le cas
des espaces vectoriels et on montre que si un module A est dualisable alors il est
engendré par une famille finie {ai}1≤i≤k et qu’il existe une base duale {αi}1≤i≤k
dans Hom(A,R).

Exemple 4.2. Soit E un objet dualisable de Sets. Il existe un triplet (E, e, c)
formé d’un ensemble E, d’une évaluation e : E × E → {∗}, d’une coévaluation
c : {∗} → E × E, tel que les compositions

E
idE×c−−−→ E × E × E e×idE−−−→ E, E

c×idE−−−→ E × E × E
idE×e−−−→ E
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soient l’identité. On pose c(∗) = (b, a). Soit α ∈ E et β ∈ E, les images par les
composées sont

α 7→ (α, b, a) 7→ a β 7→ (b, a, β) 7→ b,

ainsi a = α et b = β. Donc E = E = {∗}. On vient de montrer que le seul élément
dualisable de la catégorie des ensembles Sets est {∗}. De façon analogue, on
montre que dans une catégorie cartésienne (Exemple 1.4), le seul élément dualisable
est l’objet terminal de la catégorie. Par exemple, l’espace topologique constitué
d’un seul point est l’élément dualisable de Top et la catégorie avec un seul objet
est l’élément dualisable de Cat.

Dans cette partie, nous allons étendre cette notion aux (∞, n)-catégories mo-
noïdales symétriques. Dans la définition suivante, on considère la catégorie homoto-
pique hC c’est à dire la catégorie dont les objets sont ceux de C et les morphismes
HomhC(X, Y ) entre deux objets X, Y ∈ Obj(C) sont les classes d’isomorphisme
d’objets dans l’(∞, n− 1)-catégorie HomC(X, Y ).

Définition 4.2. Soit C une (∞, n)-catégorie monoïdale symétrique. Un objet C ∈
C est dualisable s’il possède un dual dans la catégorie homotopique hC.

Dans le cas des espaces vectoriels Vect(k), les éléments dualisables sont les
espaces vectoriels de dimension finie. Cette condition de finitude, suffisante en
dimension n = 1 pour définir une TCQT, ne l’est plus en dimension supérieure.
Il faut l’étendre aux k-morphismes pour 1 ≤ k ≤ n − 1. On définit pour cela la
notion de morphismes adjoints.

Définition 4.3. Soit C une 2-catégorie. SoientX, Y ∈ Obj(C) et deux 1-morphismes
f : X → Y , g : Y → X. On dit que f est un adjoint à gauche de g (et g ad-
joint à droite de f) s’il existe deux 2-morphismes u : idX → g ◦ f (appelé unité
d’adjonction) et v : f ◦ g → idY (counité d’adjonction) tels que les composées

f ' f ◦ idX
id×u−−→ f ◦ g ◦ f v×id−−→ idY ◦ f ' f,

g ' idX ◦ g
u×id−−→ g ◦ f ◦ g id×v−−→ g ◦ idY ' g

coïncident avec l’identité.

Remarque 4.2. Étant donné deux 1-morphismes adjoints f : X → Y, g : Y → X
et une unité d’adjonction u : idX → g ◦ f , alors la counité v : f ◦ g → idY est
unique. En effet, considérons deux 2-morphismes v, v′ : f ◦ g → idY tels que les
composées

f ' f ◦ idX
id×u−−→ f ◦ g ◦ f v×id−−→ idY ◦ f ' f,

g ' idX ◦ g
u×id−−→ g ◦ f ◦ g id×v′−−−→ g ◦ idY ' g
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coïncident avec l’identité. Montrons que v = v′. Pour cela, on considère le 2-
morphisme w : f ◦ g → idY obtenu par :

f ◦ g ' f ◦ idX ◦ g
u−→ f ◦ (g ◦ f) ◦ g ' (f ◦ g) ◦ (f ◦ g)

u×v′−−→ idY ◦ idY ' idY .

Le 2-morphisme v × v′ se décompose en

(f ◦ g) ◦ (f ◦ g)
v×id−−→ idY ◦ (f ◦ g)

v′−→ idY .

Ainsi w = v′ ◦ (w′ ◦ idg) où w′ est la composée

f ' f ◦ idx
id×u−−→ f ◦ g ◦ f v×id−−→ idY ◦ f ' f.

Au vu de la propriété vérifiée par v, on a w′ = idf et donc w = v′. Par un
raisonnement analogue, on montre que w = v et donc que v = v′.

Exemple 4.3. Cette notion s’inspire de celle connue pour les foncteurs. Cat peut
vue comme une 2-catégorie avec :
− pour objets les petites catégories,
− pour 1-morphismes les foncteurs entre petites catégories,
− pour 2-morphismes les transformations naturelles entre foncteurs.

Montrons que les 1-morphismes qui possèdent un adjoint sont les foncteurs ayant
un adjoint. Soient F : C → D et G : D → C deux 1-morphismes de Cat. On
suppose qu’il existe deux transformations naturelles u : idC → G◦F, v : F ◦G→
idD telles que les composées

F = F ◦ idC
id×u−−→ F ◦G ◦ F v×id−−→ idD ◦ F = F,

G = idC ◦G
u×id−−→ G ◦ F ◦G id×v−−→ G ◦ idD = G

coïncident avec l’identité. Soient C ∈ C et D ∈ D, on dispose des applications

HomD(F (C), D)→ HomC(G ◦ F (C), G(D))
◦uC−−→ HomC(C,G(D)),

HomC(C,G(D))→ HomD(F (C), F ◦G(D))
vD◦−−→ HomD(F (C), D).

En les composant, on voit qu’elles sont inverses l’une de l’autre, donc F et G sont
des foncteurs adjoints.

Exemple 4.4. On a vu qu’une catégorie monoïdale (C,⊗, I) est équivalente à
une 2-catégorie BC avec un seul objet (Exemple 2.4). Avec cette identification, un
élément est dualisable à droite dans C si et seulement si il possède un adjoint à
droite en tant que 1-morphisme de BC.
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Définition 4.4. On dit que les 1-morphismes d’une 2-catégorie C possèdent des
adjoints si tout 1-morphisme possède un adjoint à droite et à gauche.

Définition 4.5. Soit C une (∞, n)-catégorie. On définit sa 2-catégorie homo-
topique h2C avec :
− pour objets ceux de C,
− pour 1-morphismes ceux de C.
− Un 2-morphisme entre deux 1-morphismes f, g : X → Y est la classe d’iso-

morphisme d’un 2-morphisme entre f et g dans C.

Définition 4.6. Soit C une (∞, n)-catégorie. On dit que les 1-morphismes de C
possèdent des adjoints pour s’ils possèdent des adjoints dans h2C.
Pour 1 < k < n, on dit que les k-morphismes de C possèdent des adjoints si pour
toute paire X, Y de C, les (k − 1)-morphismes de l’(∞, n− 1)-catégorie possèdent
des adjoints.
C possède des adjoints si tous ses k-morphismes (0 < k < n) possèdent des
adjoints.

Définition 4.7. Une (∞, n)-catégorie monoïdale C est dualisable si
− tout objet admet des duaux à droite et à gauche dans la catégorie homoto-

pique hC,
− C possède des adjoints.

Exemple 4.5. L’(∞, n)-catégorie symétrique monoïdale Bordn est dualisable. Un
k-morphisme f : X → Y s’identifie à une k-variété orientéeM dont le bord entrant
est X et le bord sortant est Y . La variété M munie de l’orientation opposée induit
un k-morphisme g : Y → X, c’est un adjoint à droite et à gauche de f .

Proposition 4.1. Soit C une (∞, n)-catégorie monoïdale symétrique. Il existe une
catégorie monoïdale symétrique Cfd et un foncteur monoïdal symétrique i : Cfd →
C tels que
− Cfd est dualisable,
− pour toute (∞, n)-catégorie D dualisable et foncteur monoïdal symétrique
F : D → C il existe un unique (à isomorphisme près) foncteur monoïdal
symétrique f : D → Cfd tel que F ' i ◦ f .

D C

Cfd

F

f
i
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En pratique, on extrait Cfd de C en retirant les objets non-dualisables et les
k-morphismes qui ne possède pas d’adjoint à droite et à gauche.

Définition 4.8. Soit C une (∞, n)-catégorie monoïdale symétrique. Un objet X
de C est pleinement dualisable s’il est dans l’image i : Cfd → C.

Proposition 4.2. Les éléments pleinement dualisables de Algk (exemple 2.2) sont
les algèbres semi-simples de dimension finie.

On trouvera une preuve détaillée dans [Dav11] (Lemme 3.2.1).

4.2 Énoncé et conséquences

Dans cette partie, nous allons énoncer l’hypothèse du cobordisme dans le cadre
des variétés parallélisables. Nous verrons ensuite un énoncé plus général. Commen-
çons par introduire quelques notations.

Notation 4.1. − Soient C, D des (∞, n)-catégories. L’ensemble des fonc-
teurs Fun(C,D) est une (∞, n)-catégorie.

− Si de plus, C etD sont monoïdales symétriques, on note Fun⊗(C,D), l’(∞, n)-
catégorie des foncteurs monoïdaux symétriques.

− On note C∼, l’(∞, 0)-catégorie obtenue en retirant les morphismes non-inversibles
de C.

On peut à présent généraliser la notion de théorie des champs quantique.

Définition 4.9. Soit C une (∞, n)-catégorie monoïdale symétrique. Une théorie
des champs quantique étendue est un foncteur monoïdal symétrique

F : Bordfrn → C.

Théorème 4.1 (Hypothèse du cobordisme). Soit C une (∞, n)-catégorie monoï-
dale symétrique. L’application suivante est une équivalence d’(∞, n)-catégories :

Fun⊗(Bordfrn , C)→ (Cfd)∼
F 7→ F (pt+).

En particulier, Fun⊗(Bordfrn , C) est une (∞, 0)-catégorie.

Rappelons queBordfrn = Bord
{1}
n est un cas particulier de variétés munies d’une

G-structure. Le théorème énoncé ci-dessus est un corollaire du résultat suivant.
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Théorème 4.2. Soient C une (∞, n)-catégorie monoïdale symétrique et ξ : G →
O(n) un morphisme de groupes continu. Il y a une équivalence d’(∞, n)-catégories :

Fun⊗(BordGn , C)→ ((Cfd)∼)hG,

où (.)hG désigne l’ensemble des points fixes homotopiques.
En particulier, Fun⊗(BordGn , C) est un ∞-groupoïde (∞, 0).

Définition 4.10. Soit G un groupe topologique qui agit de façon continu sur un
espace topologique X. L’ensemble des points fixes homotopiques est défini par

XhG := HomG(EG,X),

les morphismes G-équivariants.

Nous allons regarder de plus près le cas C = Algk (Exemple 2.2) et G = SO(2).
Commençons par définir une action d’un groupe sur une bicatégorie. Les résultats
suivants font intervenir les notions de 2-foncteur monoïdal faible, transformation
pseudo-naturelle dont on trouvera les définitions dans [Lei04].

Définition 4.11. Soit G un groupe topologique et C une bicatégorie. Une G-
actions sur C est un 2-foncteur monoïdal faible entre bicatégories :

ρ : Π≤2(G)→ Aut(C),

où Aut(C) désigne les équivalences de catégories F : C → C.

Il faut calculer le 2-groupoïde fondamental Π≤2SO(2).
Remarquons que Sing(SO(2)) est homotopiquement équivalent en tant que com-
plexe de Kan au nerf N(CZ) où CZ est la catégorie avec un seul objet ∗ et pour
morphismes HomBZ(∗, ∗) = Z. Ceci est dû au fait que les espaces topologiques
|N(BZ)| et SO(2) sont homotopiquement équivalents au cercle S1 (Exemple A.9).
Nous sommes ainsi ramenés à calculer le 2-groupoïde fondamental de N(CZ).
Rappelons (A.6) que le ke niveau de cet ensemble simplicial est Z×k. D’après la
définition du 2-groupoïde fondamental (Exemple 2.3), la bicatégorie Π≤2SO(2) est
constituée
− d’un seul objet que l’on notera e.
− Ses 1-morphismes s’identifient aux 1-simplexes de N(CZ), donc à Z.
− Les 2-morphismes entre deux 1-simplexes g, h sont les classes d’équivalence

d’homotopie H : ∆1 ×∆1 → N(CZ) entre g et h.
Soient g, h ∈ Z, on va définir une homotopie H : ∆1 ×∆1 → N(CZ).
Les k-simplexes non-dégénérés (0 ≤ k ≤ 2) de ∆1 × ∆1 sont représentés dans la
figure suivante. On trouvera des explications dans [Fri12].
Pour définir H, il suffit de préciser leurs images, sans oublier que le morphisme
doit commuter avec les applications faces et dégénérescences. On pose

48



Figure 3 – Les simplexes non dégénérés de ∆1 ×∆1

− H([0], [0]) = H([0], [1]) = H([1], [0]) = H([1], [1]) = e,
− H([1, 1], [0, 1]) = H([0, 0], [0, 1]) = e,
− H([0, 1], [0, 0]) = g et H([0, 1], [1, 1]) = h,
− H([0, 1, 1], [0, 0, 1]) = (g, e) et H([0, 0, 1], [0, 1, 1]) = (e, h).

Vérifions si l’homotopie est bien définie. On a

e = d0(g, e) = d0(H([0, 1, 1], [0, 0, 1])) = H(d0[0, 1, 1], d0[0, 0, 1]) = H([1, 1], [0, 1]) = e,

g = d2(g, e) = d2(H([0, 1, 1], [0, 0, 1])) = H(d2[0, 1, 1], d2[0, 0, 1]) = H([0, 1], [0, 0]) = g,

h = d0(e, h) = d0(H([0, 0, 1], [0, 1, 1])) = H(d0[0, 0, 1], d0[0, 1, 1]) = H([0, 1], [1, 1]) = h.

Il nous reste à préciser H([0, 1], [0, 1]). Remarquons que

g = g.e = d1(g, e) = d1(H([0, 1, 1], [0, 0, 1])) = H(d1[0, 1, 1], d1[0, 0, 1]) = H([0, 1], [0, 1]),

h = d1(e, h) = d1(H([0, 0, 1], [0, 1, 1])) = H(d1[0, 0, 1], d1[0, 1, 1]) = H([0, 1], [0, 1]).

Ainsi, H est bien définie si et seulement si g = h. Finalement, on a montré que les
seuls 2-morphismes de Π≤2N(CZ) sont les identités.

Remarque 4.3. Soit C une bicatégorie et α : idC → idC une transformation pseudo-
naturelle. En déroulant la définition d’une action de groupe (on trouvera les détails
dans [Hes17]) et grâce à l’identification donnée ci-dessus, une SO(2)-action est
définie de la façon suivante.
− A tout élément du groupe g ∈ SO(2) on associe le foncteur identité de C,
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− au générateur 1 ∈ Z, on associe α,
− les 2-morphismes sont envoyés sur les 2-morphismes de C correspondant à

l’identité.
On dira que l’action de SO(2) est triviale si α est l’identité.

On dispose du résultat suivant.

Proposition 4.3. Soit C = (Algfd)∼ muni de l’action triviale de SO(2). Alors
l’ensemble des points fixes homotopiques ChSO(2) est équivalent à la bicatégorie des
algèbres de Frobenius commutatives semi-simples et de dimension finie.

Il s’agit du corollaire 2.36 de [Hes17]. On y trouvera une preuve détaillée ainsi
qu’un résultat plus général pour une action quelconque de SO(2).

Application 4.1. Soit G un groupe de Lie compact et BG un espace classifiant.
On peut montrer qu’une classe dans Hn+1(BG,Z) détermine une n-TCQT pour
n = 1, 2, 3. Pour n = 3, il s’agit d’une théorie de Chern-Simons, on dira qu’il s’agit
d’une 2-3 théorie pour préciser les dimensions des variétés. L’article [Fre+09] de
Freed, Hopkins, Lurie et Teleman traite les cas où G est un groupe fini ou le tore.
Dans ce dernier cas, un théorème de Reshetikhin et Turaev permet d’étendre la
théorie de Chern-Simons en une 1-2-3 théorie. Les auteurs cités ci-dessus vont
encore plus loin et obtiennent des 0-1-2-3 théories. Grâce à l’hypothèse du cobor-
disme, pour définir une 0-1-2-3 théorie (une 3-TCQT étendue) il suffit de préciser
la valeur en un point (il faut que ce soit un élément dualisable). Ainsi, l’hypo-
thèse du cobordisme est un outil remarquable qui permet de ramener l’étude d’un
élément complexe à celui d’un objet plus accessible.

Appendices
A Ensembles simpliciaux

Les ensembles simpliciaux jouent un rôle central en topologie algébrique qui est
représenté en partie dans le diagramme ci-dessous. Nous rappelons leurs principales
propriétés.

A.1 Complexes simpliciaux

Les ensembles simpliciaux apparaissent comme généralisation des complexes
simpliciaux dont nous rappelons la définition.
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Top

Complexes simpliciaux sSet Ch

Cat

Sing(.)|.|

N(.)

Définition A.1. Soit n ∈ N. Un n-simplexe géométrique est l’enveloppe
convexe de n + 1 points {x0, . . . , xn} géométriquement indépendants d’un
espace affine, c’est à dire tels que la famille {←−−x1xi}1≤i≤n soit libre. On le notera
[x0, . . . , xn].
Les points xi sont les sommets du simplexe. On appelle face l’enveloppe convexe
de tout sous-ensemble de {x0, . . . , xn}.

Définition A.2. Le n-simplexe standard (géométrique) est donné par

|∆n| = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 :
∑
i

xi = 1, xi ≥ 0}.

Il sera également noté [0, . . . , n].

Définition A.3. Un complexe simplicial (géométrique) X de Rn est un en-
semble de simplexes de Rn tels que
− toutes les faces d’un simplexe sont dans X,
− l’intersection de deux simplexes non disjoints est une face commune au deux.

Il peut être intéressant d’organiser ces informations sous forme combinatoire.
Notons X0 l’ensemble des sommets d’un complexe simplicial et Xk l’ensemble des
k-simplexes pour k ∈ N. Remarquons que tout k-simplexe s’interprète comme un
sous-ensemble à (k + 1) éléments de X0. Ceci conduit à la définition suivante.

Définition A.4. Un complexe simplicial abstrait est la donnée de
− un ensemble de sommets X0,
− un ensemble Xk, pour chaque k ∈ N, constitué de sous-ensembles de X0 de

cardinal k + 1 (qu’on appellera k-simplexe abstrait) tels que tout sous-
ensemble à (j + 1) éléments d’un élément de Xk appartient à Xj.

Un complexe simplicial géométrique définit un complexe simplicial abstrait.
Inversement, à tout sommet d’un complexe simplicial abstrait on associe un point.
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Un k-simplexe abstrait [xi0 , . . . , xik ] induit un simplexe géométrique en considérant
l’enveloppe convexe des points associés aux sommets. Il faut ensuite recoller les
simplexes avec des sommets en commun via la topologie quotient. On remarquera
que dans les deux cas, la structure d’un complexe simplicial est entièrement dé-
terminée par ses sommets. Il nous arrivera donc de parler de complexe simplicial
sans préciser s’il est géométrique ou abstrait.

Etant donné un simplexe, on dispose d’applications (pas simpliciales) permet-
tant de récupérer une de ses faces. Soient X un complexe simplicial et [xi0 , . . . , xin ]
un n-simplexe, sa je face est

dj[xi0 , . . . , xin ] = [xi0 , . . . x̂ij , . . . , xin ] = [xi0 , . . . xij−1
, xij+1

, . . . , xin ].

On définit ainsi une famille d’applications d0, . . . , dn : Xn+1 → Xn.

Définition A.5. Soit X, Y deux complexes simpliciaux géométriques. Une appli-
cation simpliciale f : X → Y est une application qui envoie tout simplexe de X
sur un simplexe de Y . Elle est donc caractérisée par les images des sommets de X.

Dorénavant, on considère des simplexes ordonnés, c’est à dire qu’on munit l’en-
semble des sommets d’une relation d’ordre totale. L’écriture [xi0 , . . . , xik ] désignera
un k-simplexe si et seulement si xij < xik , ∀j < k. Ainsi, tout k-simplexe d’un
complexe simplicial est l’image du k-simplexe standard par une unique application
simpliciale.

Exemple A.1. Il existe des applications simpliciales qui "écrase" les simplexes.
Par exemple, soit l’application simpliciale entre simplexes standards f : [0, 1, 2]→
[0, 1] donnée par f(0) = 0 et f(1) = f(2) = 1.

Les ensembles simpliciaux vont nous permettre de prendre en compte ces sin-
gularités. Une façon naturelle de noter l’image de [0, 1, 2] par f est [0, 1, 1] puisque
l’on fait apparaître clairement les images de chaque sommet. Mais, cela n’est pas
accepté dans nos conventions où on suppose que l’ensemble des sommets est muni
d’un ordre total. C’est ce qu’on appellera un simplexe dégénéré, intuitivement il
s’agit d’un simplexe dont la réalisation géométrique n’a pas la bonne dimension.
Le 2-simplexe [0, 1, 1] est caché dans le 1-simplexe géométrique [0, 1].

A.2 Définitions et premier résultats

Les ensembles simpliciaux prolongent l’approche combinatoire présentée ci-
dessus.

Définition A.6. On définit la catégorie simpliciale ∆ avec :
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− pour objets les ensembles ordonnés [n] = {0 < 1 < . . . < n− 1 < n},
− et les morphismes entre deux éléments [m] et [n] sont les applications α :

[m] → [n] préservant l’ordre, c’est à dire telles que ∀0 ≤ i ≤ j ≤ m on a
0 ≤ α(i) ≤ α(j) ≤ n.

Définition A.7. Soit C une catégorie. Un objet simplicial de C est un foncteur

X : ∆op → C.

On le notera X• et son ne niveau est Xn := X([n]).
En particulier, on parle de :
− ensemble simplicial lorsque C = Sets,
− espace simplicial lorsque C = Top.

On va donner une présentation combinatoire qui permet de voir en quoi ceci
généralise les complexes simpliciaux.

Notation A.1. Soient n ∈ N, 0 ≤ i ≤ n et X• un objet simplicial.
On note δi : [n − 1] → [n] l’unique injection croissante dont l’image ne contient
pas l’élément i, elle est définie explicitement par

δi(j) =

{
j si j < i

j + 1 si j ≥ i.

Le foncteur X• induit une application di : Xn → Xn−1 appelée ie face.
On note σi : [n+1]→ [n] l’unique surjection croissante telle que σ(i) = σ(i+1) = i,
elle est définie explicitement par

σi(j) =

{
j si j ≤ i

j − 1 si j > i.

Ceci induit une application si : Xn → Xn+1 appelé ie dégénérescence.

Proposition A.1. Soit X• un objet simplicial. Les applications faces et dégéné-
rescences vérifient les identités simpliciales suivantes :
− Pour n ≥ 2 et 0 ≤ i ≤ j ≤ n, on a di ◦ dj = dj−1 ◦ di,
− Pour 0 ≤ i ≤ j ≤ n, on a si ◦ sj = sj+1 ◦ si,
− Pour 0 ≤ i ≤ j ≤ n, on a

di ◦ sj =


sj−1 ◦ di si i < j,

idXn si i = j ou i = j + 1,

sj ◦ di−1 si i > j + 1.
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Inversement, une famille d’objets {Xn}n≥0 de C et des morphismes {di : Xn →
Xn−1}0≤i≤n, {si : Xn → Xn+1}0≤i≤n vérifiant les identités simpliciales détermine
un unique objet simplicial X•.

Nous sommes en mesure de formaliser les remarques faites au sujet des appli-
cations simpliciales d’écrasement (Ex A.1).

Définition A.8. Soient X• un ensemble simplicial et σ ∈ Xn, un n-simplexe. On
dit que σ est dégénéré s’il existe 0 ≤ i ≤ n tel que σ soit dans l’image de la
dégénérescence si : Xn−1 → Xn.

On donne à présent quelques exemples d’objets simpliciaux.

Exemple A.2. Commençons par voir que tout complexe simplicial ordonné X
induit un ensemble simplicial X̃ en lui rajoutant tout les simplexes dégénérés. Soit
[xi1 , . . . , xim ] un simplexe de X alors X̃ contient tous les simplexes de la forme
[xi1 , xi1 , . . . , xim , xim ] avec autant de répétitions de sommets que souhaité.
Pour le 1-simplexe standardX = [0, 1] on a X̃2 = {[0, 0, 0], [0, 0, 1], [0, 1, 1], [1, 1, 1]}.

Exemple A.3. L’ensemble simplicial ∆n : ∆op → Set défini par

∆n([m]) = Hom∆([m], [n])

est appelé n-simplexe standard.
Il correspond à l’ensemble simplicial induit par le complexe simplicial [0, 1, . . . , n].

Exemple A.4. Soit n ∈ N, le bord de ∆n est l’ensemble simplicial ∂∆n : ∆op →
Set défini par

∂∆n([m]) = {α ∈ Hom∆([m], [n]) : α n’est pas surjective.}.

Exemple A.5. Le nerf d’une petite catégorie C est l’ensemble simpliciale N(C)•
défini par N(C)n = Fun([n], C). Autrement dit, l’ensemble N(C)n est l’ensemble
de n morphismes composables

C0
f1−→ C1

f2−→ . . .
fn−→ Cn.

Précisons les faces et les dégénérescences.
La ie face di : N(C)n → N(C)n−1 envoie le n-uplet

C0
f1−→ . . . Ci−1

fi−→ Ci
fi+1−−→ Ci+1 . . .

fn−→ Cn

sur le (n− 1)-uplet
C0

f1−→ . . . Ci−1
f ′−→ Ci+1 . . .

fn−→ Cn
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où f ′ = fi+1 ◦ fi. Lorsque i = 0 ou n, la ie face supprime le ie objet.
La ie dégénérescence si : N(C)n → N(C)n+1 envoie le n-uplet

C0
f1−→ . . . Ci−1

fi−→ Ci
fi+1−−→ Ci+1 . . .

fn−→ Cn

sur le (n+ 1)-uplet obtenu en rajoutant l’identité

C0
f1−→ . . . Ci−1

fi−→ Ci
id−→ Ci

fi+1−−→ Ci+1 . . .
fn−→ Cn.

Exemple A.6. Soit G un groupe. On note CG la catégorie avec un seul objet ∗
et HomCG(∗, ∗) = G. Le nerf N(CG) coïncide avec l’ensemble simplicial X• dont
les niveaux sont donnés par Xn = G×G× . . .×G = G×n. G×0 désigne le groupe
trivial {e}. Les dégénérescences s’obtiennent en rajoutant l’élément neutre

si : G×n → G×(n+1)

(g1, . . . , gi, . . . , gn) 7→ (g1, . . . , gi, e, . . . , gn).

Les faces s’obtiennent par le produit

di : G×n → G×(n−1)

(g1, . . . , gi, . . . , gn) 7→ (g1, . . . , gi+1.gi, gi+2, . . . , gn),

Lorsque i = 0 ou n, la ie face supprime le ie élément.

Exemple A.7. Soient X un espace topologique et n ∈ N. On appelle n-simplexe
singulier tout application continue σ : |∆n| → X. On note

Singn(x) = HomTop(|∆n|, X),

l’ensemble des n-simplexes singuliers.
Le foncteur

Sing•(X) : ∆→ Sets
[n] 7→ Singn(X)

est un ensemble simplicial.

Exemple A.8. Soit X un espace topologique. On définit le groupe simplicial C•X
avec pour ne niveau CnX le groupe abélien libre engendré par Singn(X).
On définit l’homologie singulière H∗(X;Z) comme l’homologie du complexe de
chaînes (C•X, ∂) où la différentielle est donnée par

∂(σ) =
n∑
i=0

(−1)idiσ.

avec diσ(x0, . . . xn) = (x0, . . . , x̂i, . . . , xn).
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Définition A.9. Les ensembles simpliciaux forment une catégorie sSets où un
morphisme entre deux ensembles simpliciaux X•, Y• : ∆op → Sets est une trans-
formation naturelle η : X• ⇒ Y•.

Un morphisme d’ensembles simpliciaux est donc la donnée d’une famille d’ap-
plications ηn : Xn → Yn qui commutent avec les applications faces et dégénéres-
cences. Rappelons qu’une application simplicial entre complexes simpliciaux est
déterminée par l’image des sommets mais ce n’est pas le cas ici. Néanmoins, on va
voir qu’un morphisme d’ensembles simpliciaux est déterminé par les images d’un
certain nombre de simplexes. On énonce un cas particulier du lemme de Yoneda.

Proposition A.2 (Yoneda). Soit X : ∆op → Sets un ensemble simplicial. Pour
tout n ∈ N, on a une bijection HomsSets(∆

n, X) ' Xn.

Proposition A.3. Soient X• un ensemble simplicial et σ ∈ Xn, un n-simplexe.
On l’identifie avec un morphisme d’ensembles simpliciaux σ : ∆n → X•. σ est
dégénéré si et seulement si σ se factorise en ∆n → ∆m → X•.

Pour définir un morphisme d’ensembles simpliciaux il suffit de préciser les
images des simplexes non-dégénérés puisqu’on a ηn(si(x)) = si(ηn(x)).

A.3 Réalisation

Soit X un espace topologique. On a la bijection suivante

Singn(X) = HomTop(|∆n|, X) ' HomsSets(∆
n, Sing•(X)).

En effet, par le lemme de Yoneda tout morphisme d’ensembles simpliciaux entre
∆n et Sing•(X) détermine un n-simplexe de Sing•(X).
On souhaite définir un foncteur |.| de telle sorte qu’on ait un résultat similaire
pour des ensembles simpliciaux différents de ∆n.

Définition A.10. Soit X• un ensemble simplicial. On munit chaque ensemble Xn

de la topologie discrète. La réalisation |X| est donné par

|X| = q∞n=0
(Xn × |∆n|)�∼

où ∼ est la relation d’équivalence donnée par les identifications

(x, ∂i(p)) ∼ (di(x), p) pour x ∈ Xn+1, p ∈ |∆n|
(x, σi(p)) ∼ (si(x), p) pour x ∈ Xn−1, p ∈ |∆n|.

On a identifié |∆n| avec l’ensemble ordonné [n].
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Exemple A.9. Soit G un groupe. On note CG la catégorie avec un seul objet ∗ et
HomCG(∗, ∗) = G. La réalisation |N(CG)| coïncide avec BG l’espace classifiant de
G (Définition D.3).

Proposition A.4. Soit X• un ensemble simplicial, alors |X| est un CW-complexe
avec une n-cellule pour chaque n-simplexe non dégénéré de X•.

Proposition A.5. Soient X• un ensemble simplicial et Y un espace topologique,
alors

HomTop(|X|, Y ) ' HomsSets(X•, Sing•(Y )).

Autrement dit, les foncteurs |.| et Sing(.) sont adjoints.

A.4 Complexe de Kan

Définition A.11. Soient deux entiers 1 ≤ i ≤ n, le ie cornet de ∆n est l’ensemble
simplicial Λn

i : ∆op → Set défini par

Λn
i ([m]) = {α ∈ Hom∆([m], [n]) : [n] * α([m]) ∪ {i}}.

On retiendra qu’en tant que complexe simplicial, Λn
i s’obtient à partir du n-

simplexe standard |∆n| = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 :
∑

i xi = 1, xi ≥ 0} en retirant
son intérieur et la face opposée au iesommet.

Figure 4 – Les cornets de ∆2

Définition A.12. Un ensemble simplicial X• est un complexe de Kan si tout
morphisme d’ensemble simplicial Λn

k → X• se prolonge en un morphisme ∆n → X•.

Exemple A.10. Le simplexe standard ∆n n’est pas un complexe de Kan pour
n > 0.

Exemple A.11. Soit X un espace topologique, l’ensemble simplicial Sing•(X)
est un complexe de Kan.

Grâce aux complexes de Kan, on va pouvoir définir une théorie de l’homotopie
sur les ensembles simpliciaux.

57



A.5 Homotopie simpliciale

Un des intérêts des ensembles simpliciaux est de pouvoir traiter de façon com-
binatoire des problèmes d’homotopie.
On peut faire des analogies avec la théorie de l’homotopie pour les espaces topo-
logiques en identifiant l’intervalle I = [0, 1] avec l’ensemble simplicial ∆1.

Définition A.13. Soient X• et Y• deux ensembles simpliciaux. Leur produit (X×
y)• est donné par
− (X × Y )n = Xn × Yn,
− pour (x, y) ∈ (X × Y )n, on a di(x, y) = (dix, diy),
− pour (x, y) ∈ (X × Y )n, on a si(x, y) = (six, siy).

|X × Y | ' |X| × |Y |

Définition A.14. Un chemin dans un ensemble simplicial X• est un morphisme
∆1 → X•. De façon équivalente, par le lemme de Yoneda, c’est un 1-simplexe, γ ∈
X1. On appelle origine (respectivement but) l’élément γ[0] = d1γ (respectivement
γ[1] = d0γ).
On dit que deux 0-simplexes a, b ∈ X0 sont dans la même composante connexe
par arcs s’il existe un chemin entre a et b. Ceci est une relation d’équivalence
lorsque X• est un complexe de Kan. L’ensemble des composantes connexes par
arcs sera noté π0(X).

Définition A.15. Soient X, Y deux ensembles simpliciaux et f, g : X → Y
deux morphismes d’ensembles simpliciaux. Une homotopie entre f et g est un
morphisme d’ensembles simpliciaux H : ∆1 × X → Y vérifiant f = H|{0}×X et
g = H|{1}×X .

On peut montrer que lorsque Y est un complexe de Kan, la relation d’homotopie
est une relation d’équivalence.

Définition A.16. Un morphisme d’ensembles simpliciaux f : X → Y est une
équivalence homotopique s’il existe g : Y → X telle que g ◦ f (respectivement
f ◦ g) soit homotope à idX (respectivement idY ).

Définition A.17. Soit X un espace topologique et x ∈ X un point. Soit n ∈ N,
le ne groupe d’homotopie noté πn(X, x) est l’ensemble des classes d’homotopie
d’applications pointées (Sn, x0)→ (X, x).

Définition A.18. Un morphisme entre espaces topologiques f : X → Y est une
équivalence faible homotopique si
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− pour tout x ∈ X l’application f∗ : πn(X, x) → πn(Y, f(x)) est un isomor-
phisme pour n ∈ N∗,

− f∗ : π0(X)→ π0(Y ) est une bijection.

Définition A.19. Soit X• un complexe de Kan et x ∈ X0. Soit n ∈ N, le ne
groupe d’homotopie noté πn(X, x) est l’ensemble des classes d’homotopie d’ap-
plications α : ∆n → X faisant commuter le diagramme

∆n X

∂∆n ∆0

α

x

Définition A.20. Un morphisme entre complexes de Kan f : X → Y est une
équivalence faible si
− pour tout x ∈ X0 l’application f∗ : πn(X, x) → πn(Y, f(x)) est un isomor-

phisme pour n ∈ N∗,
− f∗ : π0(X)→ π0(Y ) est une bijection.

Proposition A.6. Soit X un complexe de Kan. Le morphisme canonique X →
Sing(|X|) est une équivalence faible.

Proposition A.7. Soit X un complexe de Kan et x ∈ X0. On a des isomorphismes
canoniques pour n ≥ 1 entre πn(X, x) et π(|X|, x). Ainsi, un morphisme de com-
plexe de Kan f : X → Y est une équivalence faible si et seulement si l’application
induite |f | : |X| → |Y | est une équivalence faible homotopique.

B Catégories modèles

B.1 Définition et propriétés

Nous avons vu qu’il était possible de définir une théorie de l’homotopie sur
la catégorie des ensembles simpliciaux. En fait, elle fait partie d’une famille plus
large de catégories, les catégories modèles sur lesquelles il est possible de parler
d’homotopie. Rappelons d’abord quelques définitions.

Définition B.1. − Soit un carré cartésien (pullback)

P X

Y Z.

i′

j′ j

i
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On dit que le morphisme i′ est un changement de base de i le long de
j et que le morphisme j′ est un changement de base de j le long de i. On
définit de façon analogue la notion de changement de cobase pour un
carré cocartésien (pushout).

− Un relèvement du diagramme

A X

B Y

f

i p

g

est une application h : B → x telle que h ◦ i = f et p ◦ h = g. On dira que i
a la propriété de relèvement à gauche (PRG) par rapport à p et que p
a la propriété de relèvement à droite (PRD) par rapport à i.

− Soit X, Y deux objets d’une catégorie C. On dit que X est un rétracte de
Y s’il existe des morphismes i : X → Y, r : Y → X tels que r ◦ i = idX .

− Un morphisme de C, f : X → X ′ est un rétracte de g : Y → Y ′ s’il existe un
diagramme commutatif

X Y X

X ′ Y ′ X ′

i

f

r

g f

i′ r′

avec r ◦ i = idX et r′ ◦ i′ = idX′ .

Définition B.2. Une catégorie modèle est une catégorie C avec trois familles
de morphismes :
− les équivalences faibles ( ∼−→),
− les fibrations (�)
− et les cofibrations (↪→),

chacune contenant l’identité et fermée sous la composition. On appelle fibration
acyclique (respectivement cofibration acyclique) une fibration (respectivement une
cofibration) qui est également une équivalence faible. De plus, C vérifie les axiomes
suivants :

1. Les limites et colimites finies existent.
2. Soient f et g des morphismes de C, on suppose que leur composée existent. Si

deux des trois morphismes f, g, f ◦ g sont des équivalences faibles (fibrations
ou cofibrations) alors le troisième aussi.
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3. Si f est un rétracte d’une équivalence faible (fibration, cofibration) alors f
est une équivalence faible (fibration, cofibration).

4. Un relèvement du diagramme suivant existe dans ces deux cas
− i est une cofibration et p une fibration acyclique,
− i est une cofibration acyclique et p une fibration.

A X

B Y

f

i p

g

5. Tout morphisme f peut se factoriser en f = p ◦ i de deux façons :
− i est une cofibration et p une fibration acyclique,
− i est une cofibration acyclique et p une fibration.

Exemple B.1. La catégorie des espaces topologiques Top est munie d’une struc-
ture de catégorie modèle où une application continue f : X → Y est
− une équivalence faible si f est une équivalence faible homotopique,
− une cofibration si f est un rétracte d’une application X → Y ′ où Y ′ est

obtenu à partir de X en attachant des cellules,
− une fibration si f est une fibration de Serre. C’est à dire qu’elle a la PRD

par rapport aux inclusions In × 0→ In × [0, 1] pour tout n ∈ N.

Exemple B.2. La catégorie des ensembles simpliciaux sSets est munie d’une
structure de catégorie modèle où un morphisme f : X → Y est
− une équivalence faible si |f | est une équivalence faible homotopique,
− une cofibration si pour tout n ∈ N, l’application fn : Xn → Yn est injective,
− une fibration si f est une fibration de Kan. C’est à dire qu’elle a la PRD

par rapport aux inclusions Λn
k → ∆n pour tout n ∈ N et 0 ≤ k ≤ n.

D’après le résultat suivant, si l’on connaît les fibrations et les équivalences
faibles d’une catégorie modèle, alors les cofibrations sont automatiquement don-
nées.

Proposition B.1. Soit C une catégorie modèle.
− Les cofibrations de C sont les morphismes qui ont la PRG par rapport au

fibrations acycliques.
− Les cofibrations acycliques de C sont les morphismes qui ont la PRG par

rapport au fibrations.
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− Les fibrations de C sont les morphismes qui ont la PRD par rapport au cofi-
brations acycliques.

− Les fibrations acycliques de C sont les morphismes qui ont la PRD par rapport
au cofibrations.

Proposition B.2. Soit C une catégorie modèle.
− L’ensemble des cofibrations de C est stable par changement de cobase.
− L’ensemble des cofibrations acycliques de C est stable par changement de

cobase.
− L’ensemble des fibrations de C est stable par changement de base.
− L’ensemble des fibrations acycliques de C est stable par changement de base.

Définition B.3. Soit C une catégorie modèle avec comme objet initial ∅ et objet
terminal ∗. Un objet X de C est cofibrant si ∅ → X est une cofibration. Il est
fibrant si X → ∗ est une fibration.
Exemple B.3. Les complexes de Kan sont les objets fibrants de la catégorie
modèle sSets.

B.2 Homotopie

Il est possible de construire deux notions d’homotopie dans une catégorie mo-
dèle. Après les avoir définies, nous verrons dans quel cas elles coïncident. Dans
toute la suite C désigne une catégorie modèle.
Définition B.4. Un cylindre de A ∈ Obj(C) est un objet A × I muni de mor-
phismes faisant commuter le diagramme suivant.

Aq A A

A× I

idA+idA

i
∼

Remarque B.1. A× I est une notation, ceci ne désigne pas nécessairement un pro-
duit.
Un cylindre existe toujours puisque tout morphisme peut s’obtenir comme com-
posée d’une cofibration et d’une fibration acyclique.
Définition B.5. Deux morphismes f, g : A→ X de C sont homotopes à gauche
(noté f ∼g g) s’il existe un cylindre A× I de A et un morphisme H : A× I → X,
appelé homotopie à gauche, faisant commuter le diagramme suivant.

Aq A X

A× I

f+g

i
H
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Proposition B.3. Si un objet A est cofibrant alors ∼g est une relation d’équiva-
lence sur HomC(A,X). On note πg(A,X) l’ensemble des classes d’équivalence de
HomC(A,X) pour la relation d’homotopie à gauche.

Proposition B.4. Si A est cofibrant, la relation d’homotopie est stable par com-
position. C’est à dire si deux morphismes f, g : A → X sont homotopes à droite
alors pour tout morphisme h : X → Y , on a h ◦ f ∼d h ◦ g.

De façon duale, on définit une notion d’homotopie à droite.

Définition B.6. Un objet de chemins de X ∈ Obj(C) est un objet XI muni de
morphismes faisant commuter le diagramme suivant.

X X ×X

XI

(idX ,idX)

∼ p

Remarque B.2. La notationXI ne désigne pas nécessairement un ensemble de fonc-
tions. Un objet de chemins existe toujours puisque tout morphisme peut s’obtenir
comme composée d’une cofibration acyclique et d’une fibration.

Définition B.7. Deux morphismes f, g : A→ X de C sont homotopes à droite
(noté f ∼d g) s’il existe un objet de chemins XI de X et un morphisme H : A→
XI , appelé homotopie à droite, faisant commuter le diagramme suivant.

A X ×X

XI

(f,g)

H p

Proposition B.5. Si un objet X est fibrant alors ∼d est une relation d’équiva-
lence sur HomC(A,X). On note πd(A,X) l’ensemble des classes d’équivalence de
HomC(A,X) pour la relation d’homotopie à droite.

Proposition B.6. Si A est cofibrant, la relation d’homotopie est stable par com-
position. C’est à dire si deux morphismes f, g : A → X sont homotopes à droite
alors pour tout morphisme h : X → Y , on a h ◦ f ∼d h ◦ g.

Regardons à présent si une des deux notions implique l’autre.

Proposition B.7. Soient f, g : A→ X des morphismes de C.
− Si A est cofibrant et f ∼g g alors f ∼d g.
− Si X est fibrant et f ∼d g alors f ∼g g.
Ainsi, les deux notions coïncident sur HomC(A,X) lorsque A est cofibrant et

X fibrant. On notera la relation d’équivalence ∼ et l’ensemble des classes d’équi-
valence sur HomA,X sera π(A,X).
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B.3 Catégorie homotopique

On va définir la catégorie homotopique Ho(C) associée à une catégorie modèle
C. Pour cela, on considère les catégories πC dont
− πCc constitué des objets cofibrants de C et dont les morphismes sont les

classes d’homotopie à droite,
− πCf constitué des objets fibrants de C et dont les morphismes sont les classes

d’homotopie à gauche et
− πC constitué des objets à la fois fibrants etcofibrants de C et dont les mor-

phismes sont les classes d’homotopie.
Soit X ∈ Obj(C), le morphisme ∅ → X se factorise en

∅ X

QX

∼

où QX est cofibrant. De même, le morphisme X → ∗ se factorise en

X ∗

RX

∼

où RX est fibrant. Si X est cofibrant alors X = QX et si X est fibrant alors
X = RX.

Proposition B.8. Il existe un foncteur Q : C → πCc qui envoie X → QX et un
morphisme f : X → Y sur sa classe dans πd(QX,QY ).

Proposition B.9. Il existe un foncteur R : C → πCf qui envoie X → RX et un
morphisme f : X → Y sur sa classe dans πg(RX,RY ).

Définition B.8. La catégorie homotopique Ho(C) d’une catégorie modèle C est la
catégorie dont les objets sont ceux de C et pour deux objets X, Y , les morphismes

HomHo(C)(X, Y ) = π(RQX,RQY ).

Proposition B.10. Les foncteurs |.| et Sing(.) induisent une équivalence entre
les catégories Ho(sSets) et Ho(Top).
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C Théorème de fibration de Ehresmann
Le but de cette partie est de prouver le théorème de fibration d’Ehresmann et

de donner une application qui intervient dans la preuve de la proposition 3.5. Pour
cela nous aurons besoin de résultats concernant les flots associés aux champs de
vecteurs d’une variété.

C.1 Champs de vecteurs et flots d’une variété

On commence par définir la notion d’espace tangent pour une variété abstraite.

Définition C.1. Soient M une variété lisse et m ∈ M . On munit l’ensemble
des morphismes de variétés définis sur un voisinage de m à valeurs dans R d’une
relation d’équivalence :

f1
défini sur V1

∼ f2
défini sur V2

⇐⇒ ∃ W
ouvert de M contenant m

⊂ V1 ∩ V2 : f1|W = f2|W .

On note (OM)m l’ensemble des classes d’équivalence. La classe d’un morphisme f
dans (OM)m s’appelle le germe de f en m et est notée ḟ .

Définition C.2. Soit M une variété lisse et γ : R → M une courbe lisse telle
que γ(0) = m ∈ M . On se donne une application lisse f : U → R définie sur un
voisinage U de m. La dérivée directionnelle de f le long de γ au point m est

Dγ(f) =
d

dt
f(γ(t))|t=0 = lim

h→0

f(γ(h))− f(m)

h
.

L’opérateur Dγ : (OM)m → R est le vecteur tangent à M , le long de γ en m.
On note aussi la dérivée directionnelle Dγ = [γ] ou encore [t 7→ γ(t)].
L’espace tangent de M est l’espace vectoriel TmM constitué de l’ensemble des
vecteurs tangents à M en m.

Exemple C.1. On prend M = Rn. Soit m ∈ Rn, et f : U → R une fonction lisse
définie sur un voisinage U de m. La ie dérivée directionnelle de f au point m est

Di,m(f) = lim
h→0

f(m+ hei)− f(m)

h
.

On note Di, l’opérateur
Di : Rn → TRn

m 7→ Di,m

On peut à présent définir la différentielle d’une application entre variétés.
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Définition C.3. Soit ψ : M → N une application lisse entre deux variétés lisses.
La différentielle de ψ en m ∈M est la fonction

dmψ : TmM → Tψ(m)M
Dγ 7→ Dψ◦γ

Remarque C.1. Lorsque M est une sous-variété de Rn, l’injection

TmM → Rn
Dγ 7→ d

dt
γ(t)|t=0

identifie TmM avec l’espace tangent connu pour les sous-variétés (TmM).
Les variétés que l’on considère sont plongées dans un R-espace vectoriel euclidien
de dimension finie, il nous arrivera d’identifier l’espace tangent avec son image par
l’injection donnée ci-dessus.

Définition C.4. Un champ de vecteurs d’une variété lisse M est une fonction
ξ telle que ξ(m) ∈ TmM, ∀m ∈M et qui est lisse. C’est à dire qu’étant donné un
système de coordonnées locales x1, . . . , xn sur un voisinage de m on a

ξ(m) =
n∑
i=1

ξi(m)
∂

∂xi

avec ξi des fonctions lisses.

Définition C.5. Un flot (lisse) sur une variété lisse M est une application lisse
φ : R×M →M telle que :
− φ(0,m) = m, ∀m ∈M,

− φ(s+ t,m) = φ(s, φ(t,m)) pour tout m ∈M et s, t ∈ R.

Remarque C.2. Un flot d’une variété M est une action du groupe additif R sur M .
La famille φt définie par

φt : M →M
m 7→ φ(t,m)

est aussi appelé groupe de difféomorphismes à un paramètre.

Remarque C.3. Un flot φ engendre un champ de vecteurs ξ. A tout point m de M ,
on associe ξ(m) = Dγ, le vecteur tangent à M le long de la courbe γ(t) = φ(t,m)
en γ(0) = m.

Pour pouvoir associer un flot à un champ de vecteur on a besoin du résultat
suivant concernant l’existence et l’unicité de solutions pour des équations différen-
tielles ordinaires. On trouvera les détails dans [Dem16].
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Théorème C.1. Soient f : U → Rn une application lisse où U ⊆ Rn est un ouvert
et p ∈ U .
• Existence : Il existe un voisinage V ⊆ U de p, un voisinage J de 0 ∈ R et
une application lisse φ : J × V → U tels que{

φ(0, q) = q, ∀q ∈ V,
∂
∂t
φ(t, q) = f(φ(t, q)), ∀(t, q) ∈ J × V. (4)

• Unicité : Soient γ1, γ2 : I → U des courbes lisses, où I est un intervalle
centré en 0, telles que
— γ1(0) = γ2(0) = p,
— γ′i(t) = f(γi(t)), i = 1, 2

alors γ1 = γ2 sur I.

Remarque C.4. Soit φ une solution de (4), alors l’unicité de la solution nous dit
que φ(s + t, q) = φ(s, φ(t, q)) pour s, t suffisamment petits. En effet, si on pose
γ1(s) = φ(s + t, q) et γ2(s) = φ(s, φ(t, q)) avec t fixé, alors γ1(0) = γ2(0) et
γ′i(t) = f(γi(t)) pour i = 1, 2 d’où γ1 = γ2.

Proposition C.1. Soit ξ un champ de vecteur lisse d’une variété M qui s’annule
en dehors d’un compact K ⊂M . Alors il existe un flot sur M qui engendre ξ.

Démonstration. Étant donné une courbe c : R → M , on définit le vecteur vitesse
dc
dt
∈ Tc(t)M par

dc

dt
(f) = lim

h→0

f(c(t+ h))− f(c(t))

h
avec f ∈ (OM)c(t).

Soit m ∈ M , supposons qu’il existe un flot φ engendrant ξ, alors la fonction
t 7→ φt(m) vérifie l’équation différentielle{

dφt(m)
dt

= ξ(φt(m))
φ0(m) = m.

En effet, pour f ∈ (OM)m on a

dφt(m)

dt
(f) = lim

h→0

f(φt+h(m))− f(φt(m))

h
= lim

h→0

f(φh(φt(m)))− f(φt(m))

h
= ξ(φt(m))(f).

Si on considère un système de coordonnées locales x1(t), . . . , xn(t) sur un voisinage
de φt(m), alors le champ de vecteurs ξ est la donnée de n fonctions à valeurs réelles :

ξ1(x1, . . . , xn),
. . .

ξn(x1, . . . , xn).
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L’équation différentielle est équivalente au système différentielle suivant :
dx1
dt

= ξ1(x1, . . . , xn),
. . .

dxn
dt

= ξn(x1, . . . , xn),

où la solution passe au temps t = 0 par le point m̃ = (y1, . . . , yn) avec yi = xi(0)
Les fonctions ξi étant lisses, les résultats d’existence et d’unicité pour les systèmes
différentiels s’appliquent (théorème C.1). Il existe donc une unique solution lisse
définie sur un voisinage de (0, m̃) dans R × Rn. Ainsi, en tout point m de M ,
il existe un voisinage Um et εm > 0 telle que le système différentiel possède une
unique solution pour p ∈ Um, |t| < εm.
L’ensemble compact K peut être recouvert par un nombre fini de tels ouverts
{Um}m∈M. Soit ε0 = minm∈M εm. En posant φt(m) = m lorsquem /∈ K, l’équation
différentielle possède une unique solution pour |t| < ε0 et pour tout m ∈ M .
De plus, l’unicité de la solution (remarque C.4) nous donne φs+t = φs ◦ φt pour
|t|, |s|, |s+ t| < ε0. Il reste à définir φt pour |t| ≥ ε0.
Soit t ∈ R, il existe k ∈ Z et un réel r avec |r| < ε0

2
tels que t = k ε0

2
+ r.

− Si k ≥ 0, alors on pose

φt = φ ε0
2
◦ . . . ◦ φ ε0

2︸ ︷︷ ︸
k fois

◦φr,

− sinon, on pose
φt = φ− ε0

2
◦ . . . ◦ φ− ε0

2︸ ︷︷ ︸
−k fois

◦φr.

Exemple C.2. exemples de flots et champs de vecteurs

Exemple C.3. La courbe β : R → Rn définie par β(t) = u + tei avec ei le ie
vecteur de la base canonique de Rn est l’unique solution du problème de Cauchy :{

β′(t) = ei
β(0) = u

En utilisant le vecteur vitesse d’une courbe, définie dans la preuve ci-dessus, β est
l’unique solution du problème {

dβ
dt

= Di(β(t))
β(0) = u.

Par définition, pour t ∈ R et f ∈ (ORn)βt , on a

Di(β(t)) = limh→0
f(β(t)+hei)−f(β(t))

h
= limh→0

f(u+tei+hei)−f(β(t))
h

= limh→0
f(β(t+h))−f(β(t))

h
= dβ

dt
(f).
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La preuve de la proposition C.1 montre qu’il est toujours possible de définir
des flots de manière locale.

Définition C.6. Soit M une variété lisse. Un flot local est une application lisse

φ : A→M,

où A ⊆ R × M est un ouvert contenant {0} × M tel que pour tout m ∈ M
l’intersection

Jm × {m} = A ∩ (R× {m})

soit connexe (ceci implique que Jm est un intervalle ouvert contenant 0),
vérifiant
− φ(0,m) = m,
− φ(s+ t,m) = φ(s, φ(t,m))

pour tout m ∈M tel que (t,m), (s+ t,m) et (s, φ(t,m)) soient dans A.
Pour tout m ∈M , on pose Jm =]am, bm[ où −∞ ≤ am < 0 < bm ≤ +∞.

Définition C.7. Un flot local φ : A → M est maximal si il n’existe pas de flot
local ψ : B →M tel que A ( B et ψ|A = φ.

Le résultat suivant affirme que tout flot maximal qui n’est pas global finit par
sortir par tout compact.

Proposition C.2. Soient K ⊂ M un ensemble compact d’une variété lisse M et
φ un flot local maximal sur M tel que bm < +∞. Alors il existe ε > 0 tel que pour
tout t > bm − ε, φ(t,m) /∈ K.

Démonstration. Soit ε > 0 tel que [−ε, ε]×K ⊂ A ∩ (R×K).
Soit bm− ε < T ≤ bm, on suppose par l’absurde que pour t < T , φ(t,m) ∈ K alors
on pourrait prolonger φ à ]am, T + ε[×{m}, en posant pour tout T ≤ t < T + ε

φ(t,m) = φ(ε, φ(t− ε,m)).

Ceci contredit la maximalité de φ, d’où le résultat.

On dispose d’un résultat analogue si −∞ < a.
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C.2 Théorème de fibration d’Ehresmann

On rappelle la définition d’une fibration localement triviale.

Définition C.8. Soit p : E → M une application lisse entre variétés et F une
variété lisse. p est un fibré (ou une fibration localement triviale) d’espace total
E, de base B et de fibre F si pour tout m ∈ M , il existe un voisinage ouvert Um
et un difféomorphisme, appelé trivialisation locale

φm : p−1(Um)→ Um × F

faisant commuter le diagramme suivant.

p−1(Um) Um × F

U
p

φm

prU

Remarque C.5. Pour m ∈ M , la fibre au-dessus de m, p−1(m) est difféomorphe à
F .

Exemple C.4. Soient B et F des variétés lisses, la projection sur la première
composante p : B ×F → B est un fibré. On dit que p est le fibré trivial de base
B et de fibre F .
Un fibré π : E → F est trivial s’il existe un isomorphisme f : E → B×F tel que
le diagramme suivant commute.

E B × F

B

π

f

p

Théorème C.2 (Théorème de fibration de Ehresmann ). Si une applications lisse
f : E →M est une submersion propre alors c’est une fibration localement triviale.

L’idée de la preuve est la suivante, d’après le théorème du rang constant, loca-
lement une submersion correspond à une projection Rn+k → Rn, c’est à dire à un
fibré trivial. Nous allons utiliser des flots et une partition de l’unité afin de recoller
ces morceaux (Figure 5). Nous rappelons quelques résultats (dont les preuves sont
données dans [Dun13]) avant de prouver de le théorème de fibration d’Ehresmann.

Théorème C.3 (Théorème du rang constant). Soient M et N des variétés lisses
de dimensions respectives m et n, et f : M → N une application lisse de rang (le
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Figure 5 – Issue de [Dun13] A REPRODUIRE

rang de sa différentielle) constant k. Soit p ∈M , il existe des cartes (x, U) définie
sur un voisinage de p et (y, V ) définie sur un voisinage de f(p) telles que

y ◦ f ◦ x−1 = pr.

où pr : Rm → Rn désigne la projection sur les k premières coordonnées.

Définition C.9. Une partition de l’unité d’un espace topologique X est une
famille de fonctions {φα}α∈J

φα : X → [0, 1]

telle que
− pour tout x ∈ X, il existe un voisinage tel que toutes les fonctions φα soient

nulles sur ce voisinage à l’exception d’un nombre fini d’entre elles,
− pour tout x ∈ X, la somme finie

∑
α∈J φα(x) = 1.

On dit que la partition est subordonnée à un recouvrement U de X si pour tout
α ∈ J , il existe U ∈ U tel que supp(φα) ⊆ U .

Théorème C.4. Tout recouvrement d’une variété différentiable possède une par-
tition de l’unité lisse qui lui est subordonnée.

Nous sommes à présent en mesure de démontre le théorème de fibration de
Ehresmann.

Démonstration. Comme il s’agit d’une question locale, il suffit de montrer que si
f : E → Rn une submersion propre alors il existe un difféomorphisme h : E →
Rn × f−1(0) tel que le diagramme suivant commute.
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E Rn × f−1(0)

Rn
f

h

prRn

Soit p0 ∈ E et r0 = f(p0). Le théorème du rang constant (théorème C.3) affirme
que pour tout p ∈ f−1(r0) il existe une carte xp : Up → U ′p tel que le diagramme
suivante commute :

Up Rn

U ′p ⊆ Rn+k Rn

f

xp

pr

où pr : Rn+k → Rn désigne la projection sur les n premières coordonnées. D’après le
théorème C.4, il existe une partition de l’unité {φj} subordonnée au recouvrement
{Up}, c’est à dire tel que pour tout j, il existe p ∈ f−1(r0) vérifiant supp(φj) ⊆ Up.
On pose xj := xp.
Pour 1 ≤ i ≤ n, on définit le champ de vecteurs (ie dérivée partielle dans la je
carte)

Xi,j : Uj → TUj
q 7→ [ωi,j(q)]

où ωi,j(q)(t) = x−1
j (xj(q) + eit) et ei désigne le ie vecteur de la base canonique de

Rn. Ceci nous permet de définir un champ de vecteur global pour 1 ≤ i ≤ n :

Xi :=
∑
j

φjXi,j : E → TE.

La composée suivante ne dépend pas de j.

f ◦ ωi,j(q)(t) = f ◦ x−1
j (xj(q) + eit)

=
f(u)=prxj(u)

u∈Uj

pr(xj(q) + eit)

= f(q) + eit.

Comme
∑

j φj(q) = 1, on en déduit que pour 1 ≤ i ≤ n :

dfXi(q) =
∑
j

φj(q)[f ◦ ωi,j(q)] =
∑
j

φj(q)[t 7→ f(q) + eit] = [t 7→ f(q) + eit].

Autrement dit, le diagramme suivant commute.

TE TRn

E Rn.

df

Xi

f

Di
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Soit ψi : Ai → E le flot local associé à Xi avec Ai ouvert de R × E, et soit Jq
vérifiant Ai ∩ (R× {q}) = Jq × q.
Fixons q ∈ E et 1 ≤ i ≤ n. On pose α(t) = ψi(t, q). Puisque Xi est un champ
de vecteur engendré par le flot ψi, on a d

dt
α(t) = Xi(α(t)), et donc, le triangle du

diagramme suivant commute.

TE TRn

Jq E Rn

df

α

dα
dt Xi

f

Di

On en déduit que Di(f ◦ α(t)) = df(dα
dt

). Comme{
Di(f ◦ α(t)) = df(dα

dt
) = d(f◦α)

dt

(f ◦ α)(0) = f(q),

d’après l’exemple C.3, on a

f ◦ ψi(t, q) = f ◦ α(t) = f(q) + tei.

On souhaite montrer que le flot est global, c’est à dire que que Ai = R×E. Comme
f ◦ ψi(t, q) = f(q) + tei, l’image d’un intervalle ouvert borné par f ◦ ψi(_, q) est
contenu dans un compact K. Ainsi, l’image du même intervalle ouvert borné par
ψi(_, q) est contenu dans f−1(K) qui est compact car f est propre. Supposons par
l’absurde que Jq 6= R, alors d’après la proposition C.2, la courbe ψi(_, q) finit par
sortir de tout compact, notamment de f−1(K), d’où une contradiction.
On définit le difféomorphisme

ψ : Rn × f−1(r0)→ E

par ψ(t, q) = ψ1(t1, ψ2(t2, ψ3(t3, . . . ψn(tn, q) . . .) où t = (t1, . . . , tn).
Son inverse est donné par

ψ−1(q) = (f(q)− r0, ψn(r0,n − fn(q), . . . , ψ1(r0,1 − f1(q), q) . . .)

où r0 = (r0,1, . . . , r0,n) et f(q) = (f1(q), . . . , fn(q)).
En effet, soient (t, q) ∈ Rn × f−1(r0) et 1 ≤ i ≤ n, on a f ◦ ψi(t, q) = f(q) + tei,
d’où

f ◦ ψ(t, q) = f(q) + t = r0 + t.

Ainsi, la première composante de ψ−1 ◦ ψ(t, q) vaut t. De plus, r0,i − fi(q) = −ti
et ψi(−ti, ψi(ti, q)) = q, on en déduit que ψ−1 ◦ ψ(t, q) = (t, q).
Ceci montre également que f est surjective, en prenant r0 = 0, on obtient le
difféomorphisme recherché

h : E → Rn × f−1(0).
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C.3 Applications du théorème

Le résultat suivant peut se déduire du théorème de fibration de Ehresmann en
remarquant que f : M → [a, b] est un submersion propre. Toutefois, nous allons
en donner une preuve directe en utilisant de nouveau un flot.

Proposition C.3 (Lemme de Morse). Soient M une variété et f : M → R lisse.
Soient a < b deux réels tels que f−1([a, b]) soit compact et ne contienne pas de
points critiques de f . Alors Ma := f−1(]−∞, a] est difféomorphe à M b.

Démonstration. On va envoyer M b sur Ma en poussant le long des trajectoires
orthogonales aux sous-variétés f−1(a) et f−1(b).
RAJOUTER DESSIN
On munit M d’une métrique riemannienne et on note 〈·, ·〉 le produit scalaire
associé. Le gradient de f est le champ de vecteurs ∇f : m 7→ ∇mf caractérisé
par l’identité :

〈∇mf, ξ〉 = dmf(ξ).

Le gradient s’annule précisément en chaque point critique de f . On peut donc
définir sur f−1([a, b]) (et même sur un voisinage ouvert f−1(]a− ε, b+ ε[) pour un
certain ε > 0), le champ de vecteur V :

V (m) =
1

〈∇mf,∇mf〉
∇mf.

Soit g̃ : R → R une fonction lisse, valant 1 sur [a, b] et à support compact dans
[a − ε, b + ε] (c’est une fonction plateau). On la relève en une fonction lisse g :
M → R en posant g(m) = g̃(f(m)). Le champ de vecteurs V défini par

V(m) =
g(m)

〈∇mf,∇mf〉
∇mf

est un champ de vecteurs à support compact. D’après la proposition C.1, il en-
gendre un flot, c’est à dire un groupe de difféomorphismes à un paramètre :

φt : M →M.

Soit m ∈M , on pose p = φt(m), on a :
d
dt
f(φt(m)) = dt(f ◦ φt(m))(1)

=
différentielle

d’une composée

dφt(m)f ◦ dtφt(m)(1)

= dφt(m)f( d
dt
φt(m))

= 〈∇φt(m)f,
dφt(m)

dt
〉

= 〈∇pf,V(p)〉
= g(p) ⊂ [0, 1].
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En particulier, si p = φt(m) ∈ f−1([a, b]), d
dt
f(φt(m)) = 1.

On va montrer que φb−a(Ma) = M b et φa−b(M b) = Ma. Pour cela, commençons
par voir que φb−a(Ma) ⊂M b. Par définition, pour m ∈M et d > 0, on a

f(φd(m))− f(m) =

∫ d

0

d

dt
f(φt(m)) dt ∈ [0, d] et

f(m)− f(φ−d(m)) =

∫ 0

−d

d

dt
f(φt(m)) dt ∈ [0, d].

Autrement dit
f(m) ≤ f(φd(m)) ≤ f(m) + d et
f(m)− d ≤ f(φ−d(m)) ≤ f(m).

Si m ∈Ma = f−1(]−∞, a]), alors φb−a(m) ∈M b. En effet, pour d = b− a, on a

f(m) ≤ f(φb−a(m)) ≤ b− a+ f(m) ≤ b.

Ainsi, on a φb−a(Ma) ⊂M b.
En appliquant le même raisonnement à φa−b, on trouve que φa−b(Ma) ⊂ Ma. Si
on montre que φa−b(f−1([a, b])) ⊂Ma, on pourra en déduire que φa−b(M b) ⊂Ma.
Soit m ∈ f−1([a, b]), on a f(m) = a + δ avec 0 ≤ δ ≤ b − a. Montrons que pour
tout s ∈ [0, δ], f(φ−s(m)) = a+ δ − s. Pour tout s ∈ [0, δ], on a

a ≤ a+ δ − s = f(m)− s ≤ f(φ−s(m)) ≤ f(m) = a+ δ ≤ b.

et donc
d

dt
f(φ−s(m)) = 1.

Soit s ∈ [0, δ], on a

f(φ−s(m))− f(m) =

∫ −s
0

d

dt
f(φt(m)) dt = −s,

d’où
f(φ−s(m)) = a+ δ − s.

En particulier f(φ−δ(m)) = a. On dispose de l’encadrement

a− b ≤ f(φ−δ(m)) + a− b+ δ ≤ f(φa−b+δ(φ−δ(m))) ≤ f(φ−δ(m)) = a.

Or, f(φa−b+δ(φ−δ(m))) = f(φa−b(m)), d’où φa−b(m) ∈Ma.
On a montré que φb−a(Ma) ⊂M b et φa−b(M b) ⊂Ma, comme

φa−b ◦ φb−a = φb−a ◦ φa−b = idM

on en déduit que
φb−a(M

a) = M b et φa−b(M b) = Ma.
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On présente une application du théorème de fibration d’Ehresmann qui inter-
vient dans la preuve de la proposition 3.5. Rappelons le contexte.

On se donne une diagonale lissée D ⊂ [0, 1]2, elle s’obtient comme graphe d’une
fonction ε : [0, 1]→ [0, 1] dont la dérivée est nulle sur [0, 1

3
]∪ [2

3
, 1]. On suppose de

plus qu’elle est bijective sur [1
3
, 2

3
] avec une fonction inverse lisse.

1
3

2
3

D

Proposition C.4. Soient P une variété, et p : P →]0, 1[×[0, 1] une application
lisse vérifiant p = q ◦ π où q est un fibré trivial et π est une submersion lisse et
propre . Alors, les sous-variétés p−1(]0, 1[×{0}), p−1(]0, 1[×{1}) et p−1(D) sont
difféomorphes.

D’après le théorème d’Ehresmann, π est un fibré. En fait, grâce au résultat
suivant, il s’agit même d’un fibré trivial.

Proposition C.5. Soient p : E → X un fibré et f, g : Y → X deux applications
définies sur un espace paracompact Y . Si f et g sont homotopes alors les fibrés
f ∗E et g∗E sont difféomorphes où f ∗E est le pullback du diagramme suivant.

f ∗E E

Y X

p

f

Avant de prouver ce résultat, nous rappelons la définition d’un espace para-
compact ainsi qu’une de ses propriétés qui sera utilisée par la suite.

Définition C.10. Un espace paracompact est un espace topologique X séparé
tel que tout recouvrement ouvert possède un sous-recouvrement localement fini.
C’est à dire que pour tout point de X, il existe un voisinage qui ne rencontre qu’un
nombre fini d’ouverts du sous-recouvrement.

Théorème C.5. Un espace topologique est paracompact si et seulement si tout
recouvrement ouvert admet une partition de l’unité qui lui est subordonnée.
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Nous allons à présent démontrer la proposition C.5.

Démonstration.

Partie 1 (Simplification de l’énoncé).
On pose I = [0, 1]. Il suffit de prouver le résultat pour i0, i1 : Y → Y × I définis
pour tout y ∈ Y par i0(y) = (y, 0) et i1(y) = (y, 1). Supposons qu’on ait un
difféomorphisme entre i∗0E et i∗1E pour tout fibré E → Y × I.

i∗0E E i∗1E

Y Y × I Y
i0 i1

Soit E → X un fibré et f, g : Y → X deux applications homotopes, d’homotopie
H, alors on a un difféomorphisme entre i∗0H∗E et i∗1H∗E c’est à dire entre f ∗E et
g∗E.

f ∗E ' i∗0H
∗E H∗E E H∗E i∗1H

∗E ' g∗E

Y Y × I X Y × I Y
i0

f

H H i1

g

Soit p : E → Y × I un fibré, par définition, on a

i∗0E = {(e, y) ∈ E × Y : p(e) = (y, 0)} =
⋃
y∈Y

p−1(y, 0)

et
i∗1E = {(e, y) ∈ E × Y : p(e) = (y, 1)} =

⋃
y∈Y

p−1(y, 1).

Si on montre que pour tout y ∈ Y , on a un difféomorphisme entre p−1(y, 0) et
p−1(y, 1) alors i∗0E et i∗1E seront difféomorphes.

Partie 2 (Preuve de l’énoncé simplifié). Soient Y un espace paracompact et
p : E → Y × I un fibré de fibre F . Soit α ∈ Y fixé, pour tout t ∈ I il existe un
voisinage U(t) de α dans Y et un voisinage V (t) de t dans I et une trivialisation
locale

φt : p−1(U(t)× V (t))→ U(t)× V (t)× F.
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La famille {V (t)}t∈I forme un recouvrement de l’espace compact I, on peut donc en
extraire un sous-recouvrement fini {V (ti)}0≤i≤n où V (ti) =]ai, bi[. Quitte à réarran-
ger les ouverts, on peut supposer que deux intervalles consécutifs se chevauchent,
c’est à dire que pour 0 ≤ i ≤ n− 1,

V (ti) ∩ V (ti+1) 6= ∅.

En posant c0 = 0, cn = 1 et en choisissant un rationnel ci ∈ V (ti) ∩ V (ti+1), on
obtient une suite croissante 0 = c0 < c1 < . . . < cn = 1 tel que le fibré soit trivial
sur U(ti+1)× [ci, ci+1]. On pose Uα = ∩0≤i≤nU(ti), il existe un entier m suffisament
grand (on peut par exemple écrire les ci sous forme de fractions et prendre le plus
petit commun multiple des dénominateurs) tel que pour tout 0 ≤ j < m on ait
des trivialisations locales

Φα,j : Uα × [
j

m
,
j + 1

m
]× F → p−1(Uα × [

j

m
,
j + 1

m
]).

Le résultat suivant permet de construire des trivialisations globales

Φα : Uα × [0, 1]× F → p−1(Uα × [0, 1]).

Partie 3 (Tout fibré de base [0, 1] est trivial.).
On commence par prouver ce résultat avant d’expliquer comment il permet de
construire les trivialisations données ci-dessus.
Soit π : E → I un fibré. Il existe un entier n suffisamment grand pour lequel il
existe des trivialisations

φi : F × [
i

n
,
i+ 1

n
]→ π−1([

i

n
,
i+ 1

n
]).

On souhaite recoller ces applications afin d’obtenir un difféomorphisme

φ : F × I → E.

Pour pouvoir poser φ(y, t) = φi(y, t) pour (y, t) ∈ F × [ i
n
, i+1
n

], il faudrait s’assurer
que φi−1(y, i

n
) = φi(y,

i
n
), ce qui n’est pas nécessairement le cas. C’est pourquoi

nous allons modifier les fonctions φi.
Pour 0 ≤ i ≤ n− 1, on définit θi : F → F par

θi(y) = proj1 ◦ φ−1
i (φi−1(y,

i

n
))

F F × { i
n
} π−1( i

n
)

φi−1

proj1

φ−1
i
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On pose θi = θi ◦ . . . ◦ θ1 et θ0 = idF .
Alors, pour 1 ≤ i ≤ n et tout y ∈ F , on a

φi(θi(y),
i

n
) = φi−1(θi−1(y),

i

n
).

Montrons que l’égalité est bien vérifiée pour i = 1, le cas général se déduit par
récurrence. Pour i = 1, on souhaite montrer que

φ1(θ1(y),
1

n
) = φ0(y,

1

n
).

Or, comme θ1(y) = proj1 ◦ φ−1
1 (φ0(y, 1

n
)), on a (θ1(y), 1

n
) = φ−1

1 (φ0(y, 1
n
)) et on

obtient l’égalité souhaitée. La situation est résumée dans le diagramme suivant.

(y, 1
n
)

θ1(y) φ0(y, 1
n
)

(θ1(y), 1
n
)

φ0

(., 1
n

)

φ−1
1proj1

φ1

On définit une trivialisation globable

ψ : F × [0, 1]→ E

en posant

ψ(y, t) = φi(θi(y), t) pour t ∈ [
i

n
,
i+ 1

n
].

Les égalités précédentes permettent de s’assurer que l’application est bien définie
sur les bords des intervalles [ i

n
, i+1
n

].
Ainsi, à partir de trivialisations locales du fibré sur les intervalles [ i

n
, i+1
n

] on a
construit une trivialisation globale. Cette preuve s’adapte à une version à para-
mètre. On montre de façon analogue que si l’on a un fibré E → U × I et des fibrés
triviaux de E sur U × [ i

n
, i+1
n

] pour 0 ≤ i ≤ n − 1, alors le fibré E → U × I est
trivial.

Partie 4 (Retour à la preuve de la version simplifiée).
On dispose de trivialisations

Φα : Uα × [0, 1]× F → p−1(Uα × [0, 1]).
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Elles permettent de définir des applications entre les fibres Ey,t = p−1(y, t) :

τα(y, t, t′) : Ey,t → Ey,t′
e 7→ Φα(y, t′, proj3 ◦ φ−1

α (e))

Si y ∈ Uα alors τα(y, 0, 1) : Ey,0 → Ey,1 est un difféomorphisme de réciproque
τα(y, 1, 0). Afin d’obtenir un difféomorphisme pour tout y ∈ Y , on va utiliser le
fait que Y soit paracompact. Quitte à extraire un sous-recouvrement, on peut
supposer que le recouvrement {Uα} soit localement fini. D’après le théorème C.5,
on peut trouver une partition de l’unité {ρα} qui lui est subordonnée. On munit
l’ensemble des indices α d’un ordre. Soient y ∈ Y et α1 < . . . < αn les seuls
indices pour lesquels y ∈ Uαi . Alors

∑n
i=1 ραi(y) = 1. Pour 0 ≤ j ≤ n, on pose

tj =
∑j

i=1 ραi(y) et on définit l’application τ(y) : Ey,0 → Ey,1 comme composée
des difféomorphismes ταi(y, ti−1, ti) : Ey,ti−1

→ Ey,ti de réciproque ταi(y, ti, ti−1) où
1 ≤ i ≤ n. On définit ainsi pour tout y ∈ Y , un difféomorphisme τ(y) : Ey,0 → Ey,1.

Corollaire C.1. Si π : E → B est un fibré sur un ensemble B contractile et
paracompact alors π est un fibré trivial.

Démonstration. Comme B est contractile, il existe b0 ∈ B et une application
r : B → {b0} telle que r ◦ i = id{b0} et f = i ◦ r : B → B soit homotope à idB,
avec i : {b} → B désignant l’inclusion. D’après la propriété précédente, f ∗E et
id∗E ' E sont difféomorphes. Or, on a

f ∗E = {(b, e) ∈ B × E : b0 = π(e)} ' B × π−1(b0) ' B × F.

Ainsi, π est un fibré trivial.

L’espace ]0, 1[×[0, 1] étant contractile, nous sommes ramenés à prouver le ré-
sultat suivant.

Proposition C.6. Soient P une variété, et p : P →]0, 1[×[0, 1] une application
lisse. Si p est un fibré trivial alors les sous-variétés p−1(]0, 1[×{0}), p−1(]0, 1[×{1})
et p−1(D) sont difféomorphes.

Démonstration. On pose X =]0, 1[×{0} et D = {(x, ε(x)) : x ∈]0, 1[}. Soit

f : X → D
(x, t) 7→ (x, ε(x) + t)

une application lisse de réciproque

f−1 : D → X
(u, v) 7→ (u, v − ε(u)).
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Le jacobien de f vaut 1, c’est donc un difféomorphisme.
On va relever ce difféomorphisme le long du fibré trivial p. On dispose du dia-
gramme commutatif suivant.

p−1(X) ' F ×X F ×D ' p−1(D)

X D

id×f

p p

f

On obtient ainsi un difféomorphisme entre p−1(]0, 1[×{0}) et p−1(D). On montre
de façon analogue que p−1(]0, 1[×{1}) et p−1(D) sont difféomorphes.

D Fibrés principaux
Dans toute la suite, G désignera un groupe topologique. Un G-espace à

gauche est un espace topologique X muni d’une action continue à gauche G×X →
X.
Une application entre G-espaces φ : X → Y est G-équivariante si

∀x ∈ X, g ∈ G φ(gx) = gφ(x).

Définition D.1. Soient B un espace topologique et G un groupe agissant à droite
sur un espace topologique P muni d’une application G-équivariante p : P → B où
G agit trivialement sur B (p se factorise donc à travers P�G). On dit que (P, p)
est une fibré G-principal sur B si p vérifie la condition de trivialité locale :
pour tout b ∈ B, il existe un voisinage Ub de b et un homéomorphisme G-
équivariant φUb : p−1Ub → Ub ×G qui fait commuté le diagramme suivant

p−1Ub Ub ×G

Ub

φUb

p
pUb

Remarque D.1. Le groupe G opère à droite sur Ub × G par (u, g).h = (u, gh). La
condition de trivialité locale implique que G agit de façon libre sur P . Ainsi p se
factorise en un homéomorphisme p : P�G → B. On peut donc identifier B avec
l’espace des orbites de P sous l’action de G.

Définition D.2. Un morphisme entre fibrés principaux P,Q sur B est une ap-
plication G-équivariante P → Q. On note PGB les classes d’isomorphismes de
fibrés G-principaux sur B.
Un fibré G-principal sur B est trivial s’il est isomorphe au fibré principal B×G→
B.
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Étant donnés un fibré G-principal P sur B et une application f : B′ → B, on
note f ∗p = B′ ×B P la limite du diagramme

f ∗P P

B′ B

Cette limite hérite d’une structure de fibré G-principal sur B′.

Proposition D.1. A tout fibré vectoriel réel on peut associer un fibré GLnR-
principal.

Démonstration. Soit ξ = (E, p,B) un fibré vectoriel réel de rang n. On note εn le
fibré trivial B × Rn. On considère le fibré vectoriel Hom(εn, E) dont la fibre Fb
au-dessus de b ∈ B est donné par

Fb = Hom(Fb(ε
n), p−1(b)) = Hom(Rn, p−1(b)),

l’espace total est E =
⋃
b∈B Fb et la projection π : E → B vérifie π(Fb) = b.

On pose P = Iso(εn, E), c’est le fibré vectoriel dont la fibre au-dessus de b ∈
B est l’ensemble des isomorphismes Iso(Rn, p−1(b)). On notera également π la
projection.
GLnR agit à gauche sur εn par g.(b, v) = (b, g.v) ce qui induit une action à droite
sur Hom(εn, E) et donc sur Iso(εn, E).
Montrons que π : P → B est un fibré GLnR-principal. L’action de GLnR sur P
est libre puisqu’elle l’est sur Rn. (E, p,B) étant un fibré vectoriel, pour tout b ∈ B,
il existe un voisinage U et un homéomorphisme U × Rn → p−1(U). On a

π−1(U) = ∪b∈UIso(Rn, p−1(b)) ' ∪b∈UIso(Rn,Rn) ' U ×GlnR.

Ainsi, P → B est bien un fibré GLnR-principal.

Remarque D.2. Il existe une autre façon de définir le fibré GlnR principal. On pose
P = Vnξ qui correspond au fibré des n-repères, c’est à dire à l’ensemble des paires
(b, v) ∈ B × (p−1(b))n où v = (v1, . . . , vn) est un repère, c’est à dire une famille de
n vecteurs libres. On peut montrer que l’application

Iso(εn, ξ)→ Vnξ

(b, f : Rn '−→ p−1(b)) 7→ (b, (f(e1), . . . , f(en)))

avec (e1, . . . , en) la base canonique de Rn est un homéomorphismeGlnR-équivariant.
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Proposition D.2. Pour tout espace B, on a une bijection naturelle

φ : PGLnRB → V ectRnB

donnée par P 7→ P ×GLnR Rn. L’application inverse s’obtient en considérant la
construction donnée ci-dessus.

Théorème D.1. Soit P → B un fibré G-principal avec P faiblement contractile.
Alors pour tout CW -complexe X, l’application

φ : [X,B]→ PGX
f → f ∗P

est bijective.

Définition D.3. On dit que B est un espace classifiant pour G et P est un
fibré G principal universel.

Remarque D.3. L’espace classifiant est unique à équivalence homotopique près.
Avant de voir des exemples, rappelons quelques définitions.

Définition D.4. Soit n, k ∈ N avec n ≤ k.
− La ne variété de Stiefel de Rk, Vn(Rk) est l’ensemble de ses n-repères

orthonormaux, c’est à dire les familles de n-vecteurs orthonormaux de Rk.
− La ne grassmannienne de Rk, Grn(Rk) est l’ensemble de ses sous-espaces

vectoriels de dimension n. On peut également prendre k = ∞ et considérer
R∞ un espace vectoriel réel de dimension infini.

Exemple D.1. Voici quelques exemples d’espaces classifiants.
− Un espace classifiant de Z est le cercle S1. L’espace total est EZ = R.
− Grn(R∞) est un espace classifiant pour GlnR et O(n). L’espace totale est
Vn(R∞).

− Ĝrn(R∞) est un espace classifiant pour SO(n). L’espace totale est V̂n(R∞)
où ̂ signifie que l’on considère des familles orientées de vecteurs.

Dans toute la suite, pour tout groupe G, on fixe un espace classifiant BG qui
est un CW -complexe.

Soit θ : H → G un morphisme de groupes. H agit à gauche sur G par h.g =
θ(h)g. G opère sur lui même par multiplication à droite. Pour P : H → B un
fibré H-principal, on considère le produit équilibré P ×H G := {(p, g) ∈ P ×G :
(p.h, g) = (p, h.g)}. L’action à droite de G sur P ×H G est libre et on montre que
P ×H G→ B est un fibré G-principal. On a donc une transformation naturelle

Pθ : PHB → PGB.
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Il existe une unique classe d’homotopie Bθ : BH → BG induisant Pθ. Elle apparaît
dans le diagramme

EH ×H G EG

BH BGBθ

Proposition D.3. On a un foncteur entre la catégorie des groupes topologiques
et la catégorie homotopique des CW -complexes :

Bθ : G 7→ BG.
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